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PREFACE 


Cet Ouvrage compléte ceux que j’ai déja publiés sur les 
équations aux dérivées partielles du premier et du second 
ordre, mais sa lecture n’exige pas la connaissance des précé- 


dents. Il suffit que Je lecteur soit au courant des théorémes 


classiques sur les systémes complétement intégrables d’équa- 
tions aux différentielles totales, théorémes qui sont exposés 
dans tous les Traités d’Analyse. 

Les deux premiers Chapitres sont consacrés au probléme 
de Pfaff proprement dit ; j’expose les méthodes fondées sur 
les propriétés du covariant bilinéaire, considéré @abord par 
Frobenius et par G. Darboux. 

Dans les trois Chapitres suivants, j’étudie les propriétés des 
formes symboliques de différentielles (formes eatérieures de 
M. Cartan), et leur application au probléme de Pfaff lui-méme 
et a la théorie des invariants intégraux. Les propriétés de ces 
formes symboliques pourraient étre rattachées trés aisément 
au calcul tensoriel, mais il m’a semblé plus naturel de les 
établir, indépendamment de toute théorie plus générale. 

Enfin, dans les trois derniers Chapitres, j’expose quelques- 
uns des progrés les plus récents acquis a la science, relatifs 
aux systémes de Pfaff. Les plus importants de ces progrés 
sont dus 4 M. Cartan, dont on trouvera le nom presque a 
chaque page de ces trois Chapitres. Je souhaite que cet exposé 
rapide puisse engager les jeunes mathématiciens a étudier 
plus a fond ces élégantes méthodes, dont Vauteur a déja fait 
de si belles applications, 


sos 
M. Cerf, qui m’ont nt prete leur concours pour la correction des — 


ra A 
‘ \ 4 Sica a: 


épreuves. hela, week: 


\ Paris, le 31 mars 1922. 
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LE PROBLEME DE PFAFF 


CHAPITRE PREMIER 


1. — FORMES CANONIQUES D’UNE EXPRESSION DE PFAFF 


~ 


Le probleme de l’intégration des équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre est un cas particulier d’une question plus 
générale, le Probleme de Pfaff, que nous allons étudier dans cet 
ouvrage. On y verra que les diverses méthodes d’intégration des 
équations aux dérivées partielles sont aussi des cas particuliers — 
de méthodes plus générales permettant de résoudre ce nouveau 


probleme. 


4. Enoncé du probléme. — Le premier membre d'une équa- 
tion aux différentielles totales compléetement intégrable 


(1) en OG, +... + X,dx,,=0o0 


est identique, 4 un facteur prés qui ne dépend que des variables x;, 
a une différentielle exacte, » = udf (‘), et Vintégrale générale est 
représentée par l’équation 


(2) Slow Lacks ona es Oe 


Soit M,_, la multiplicité ponctuelle a n—1 dimensions de l’espace 
A’ n dimensions (2, Yg, ..., £,), définie par la relation précédente 


(1) Zecons sur Vintégration des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, n° 26. Les renvois fréquents & ce yolume seront indiqués par le mot 
Lecons, suiyi du numéro du paragraphe, 

G. Prob. 4 
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ot la constante C a une valeur déterminée. Pour tout déplacement 
inffiment petit du point (x,, %, ..., @,) sur cette multiplicité, les 
différentielles dx,, dx,, ..., dx, vérifient la relation df= o, et 
par suite l’équation (1). 

Il est clair que !’on peut se proposer plus généralement de 
rechercher toutes les multiplicités, a un nombre quelconque de 
dimensions, de l’espace & n dimensions, qui satisfont 4 la méme 
condition, quelle que soit l’équation proposée, complétement inté- 
grable ou non. Soit M,_,, une multiplicité ponctuelle a n— p 
dimensions définie par les p équations distinctes 


(3) i (Lay Leg aor Oe ae ee enn Or 


pour tout déplacement infiniment petit du point (x, ..., x,) sur 
cette multiplicité, les valeurs correspondantes de dx,, ..., dx,, véri- 
fient les p relations linéairement indépendantes 


\ 


(4) Of. 0, a fo aarti ee 


Si l’équation proposée » =o est une conséquence des 2p équations 
(3) et (4), nous dirons que la multiplicité ponctuelle M,_, est une 
multiplicité intégrale, ou, plus simplement, une intégrale, de 
l’équation w =o. La recherche de toutes ces multiplicités constitue 
objet du Probleme de Pfaff. Nous appellerons dans la suite 
forme de Pfaff ou expression de Pfaff toute forme linéaire en 
dx,,...,dx,, dont les coefficients sont des fonctions quelconques 
CONS Ey a rs Oe 

Dans le cas d'une équation_complétement intégrable, équiva- 
lente & l’équation df= o, on obtient immédiatement toutes les 
multiplicités intégrales, si l’on connait la fonction /(x,, x, ...,2,). 
En effet, ’équation » = 0 exprime que cette fonction / conserve 
une valeur constante quand on se déplace sur une intégrale d’un 
ordre quelconque. Toute intégrale d’ordre inférieur 4 n— 1 est 
done située sur une intégrale M,,_,, et réciproquement. Pour avoir 
toutes les intégrales M,,_,, il suffira d’adjoindre a l’équation f=C, 
ou la constante C a une valeur arbitraire, p —1 équations nouvelles 
quelconques, formant avec la premiére un systéme de p relations 
distinctes. Pour une équation de Pfaff a coefficients quelconques, 


mee 
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nous verrons de méme que le probléme est résolu dés que l’on 
connait les multiplicités intégrales dont l’ordre est le plus grand 
possible. 

Pour que l’équation (1) soit une conséquence des équations (4), 
linéaires en dx,, dx,, ..., dx,, il faut et il suffit qu’il existe p fac- 
tours 2, X45 6.5 ,, tels que l’on ait 
Nida, + X,dxr, + «.. + X,dx, = df, + ydfot+ ... yh fas 
pour tous les systémes de valeurs de da,, ..., dx,,, et par suite que 
les n équations 


Xi =, 2 iy ee rac) 


soient compatibles en 2,, A,,..., i», en tenant compte des rela- 
tions (3) qui définissent la multiplicité M,_,,. Tous les déterminants 
d’ordre p + 1 déduits du tableau 


Oreos eos Oa 
(T) . . . . . . 
2fp fp ofp. 


Ai DYby «A 


a n colonnes et p+ 1 lignes doivent donc étre nuls en tenant 
compte des relations (3). 
Si les équations 


(3) a ee Ce es = C 


définissent une intégrale, quelles que soient les valeurs des cons- 
tantes C,, C,,...., G, 
p paramétres, et il passe une de ces multiplicités par un point 


, ces multiplicités forment une famille a 


quelconque de l’espace (au moins dans certaines régions), et tous 
les déterminants d’ordre p + 1 du tableau (T) doivent étre identi- 
quement nuls. 

On peut exprimer autrement qu'un systeme de p équations 
entre ©,, Ly, ..., Z, définit une intégrale de l’équation (1). Suppo- 
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sons ces équations résolues par rapport & p de ces variables, 
Ly, Ly, +++, Ly par exemple, de fagon que la multiplicité M,_,, soit 


définie par les p équations 
Ly — 94 (Lysis cen Ly), ee le Bi 5 Lp raeetn hat 


les variables x,,,, ---, 2, n’étant assujetties & aucune relation. 
Pour que cette multiplicité soit une intégrale de » =o, il faut et 
il suffit que les fonctions 9, 9, .. , 9, vérifient les n — p relations 


(5) X, a Rider! er X;=0 Gie—y ye echt) 
ou l’on suppose 2,,..., 2%, remplacées par 4, 9, ---> 9) dans 
X,, X,, ..., X,,. Ces relations forment un systeme d’équations aux 
dérivées partielles du premier ordre a p inconnues; mais ce sys- 
téme est d’une forme trés particuliére, et on ne peut lui appliquer 
les théorémes classiques d’existence, sans le transformer tout 
d’abord, car chaque équation ne contient que les dérivées des fonc- 
tions inconnues prises par rapport a la méme variable. C’est par 
des méthodes toutes différentes que |’on est arrivé a la solution 
générale du probléme, 

Il est cependant un cas particulier ou lon peut affirmer sans 
examen que les équations (5) admettent une infinité de solutions, 
c’est le cas ou p= n —1. Le systéme (5) se compose alors d’une 
seule équation, et l’on peut choisir arbitrairement n — 2 des fonc- 
HONS ©, 9g, +++) %,4- Toute équation de Pfaff a n variables admet 
donc une infinité d’intégrales & une dimension, ou de courbes inté- 
grales, dépendant de n — 2 fonctions arbitraires d’une variable. 
L’existence de ces courbes intégrales est d’ailleurs & peu prés évi- 
dente a priori. En effet, sil’on adjoint & l’équation w= 0 des équa- 
tions de méme forme w, =0,..., 0, _»==0, linéaires en dx,,...,dx,, 
formant avec la premiére un systeme de n — 1 équations linéaire- 
ment distinctes, on obtient un systéme d’équations différentielles 
ordinaires, dont lintégrale générale représente une famille de 
courbes intégrales de l’équation (1), dépendant de n — 1 constantes 
arbitraires, dont on peut disposer de fagon qu’une de ces courbes 
passe par un point arbitraire de l’espace & n dimensions. 
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Dans le cas de l’équation a trois variables; non complétement 
intégrable, 


see ae ES da; =o 


il n’existe pas d’intégrale a deux dimensions; les seules intégrales 
sont des courbes. Si x, n’est pas constant pour une courbe inté- 
grale, on peut prendre x, pour la variable indépendante, et les 
formules 


L, =f (X,), Ls = f' (x4) 


ou f(x,) est une fonction arbitraire, représentent une de ces 
courbes. I] existe, en outre, une famille de courbes intégrales 
dépendant de deux constantes arbitraires, définies par les relations 


Lp Cy aon all ye 


Pour faciliter les énoncés, nous appellerons élément linéaire 
dans l’espace a n dimensions l’ensemble d’un point (x,, £2, ..., Z,) 
et d’une direction (dx,, dx,, ..., dx,) issue de ce point. Un élé- 
ment linéaire est dit un élément linéaire intégral de l’équation 
© — 0 lorsque '2,, Le, ..-) Ly, AX;, Az, ..., dx, vérifient la rela- 
= 5 ; . Ge oe y , . 
tion (1). Chaque point d’une multiplicité M,_, définie par les p 
équations (3) est l’origine d’une infinité d’éléments linéaires situés 
sur cette multiplicité et qui vérifient les relations 


0, tO Oe ee Of 0 
Si M,_, est une intégrale de l’équation de Pfaff » = o, tous ces 
éléments linéaires sont des éléments intégraux, et réciproquement. 
Dans la suite, tout élément linéaire issu d’un point déterminé sera 
désigné seulement par l’une des notations (dx,,dx,, ..., dx,), 
Ms OM sy 2-5 00,;) 
Pour Euler (‘), une équation aux différentielles totales 


P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz= 


n’avait aucune signification, lorsque la condition d’intégrabilité 
n’est pas vérifiée. Monge (*) fit remarquer cependant qu’on ne 


(1) Inst. Calculi Integralis, Vol. Il, Part. I (1770), p. 5. : 
(2) Mémoires de l’Académie Royale des Sciences de Paris (1784), p. 535. 
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pouvait considérer cette équation comme absurde, puisqu’il était 
possible d’y satisfaire d’une infinité de maniéres en prenant, pour 
x, y, £ des fonctions d’une seule variable indépendante. Mais le 
probleme a été posé pour la premiére fois dans toute sa généralité 
par J. F. Pfaff dans un Mémoire classique (*), ou 11 a montre que toute 
équation aux différentielles totales, contenant 2n ou 2n — 1 varia- 
bles, admet toujours des multiplicités intégrales dont le nombre 
des dimensions est au moins égal 4 n ou a n—1, La méthode 
employée par Pfaff exige les intégrations successives de plusieurs 
systt¢mes d'équations différentielles ordinaires. Cette méthode a 
recu depuis lors de nombreux perfectionnements, dont les plus 
importants sont dus 4 Gauss, Jacobi, Natani, Clebsch, Grassmann, 
Frobenius, Darboux, etc. 

On trouvera un historique trés complet de la question dans le 
Traité de Forsyth (Theory of differential equations, Part I, p. 80, 
1890), et au début d’un important Mémoire de M. Cartan dans les 
Annales de Ecole normale supérieure, 3& série, t. XI, 1899, 


p- 239. 


2. Changement de variables. — Toute expression de Pfaff 
w = X,dx, + X,dx, + ... + Xndxn peut étre mise sous une 
infinité de formes différentes, au moyen d’un changement de 
variables. Soient 


(6) Dj On Yin Uenaess nye oe (E22 enree TD) 


n fonctions 9, %,-.., ¢n dont le jacobien D (p45 925 +++) Yn) 
: ; (Ys Yas o--2 Yn) 
identiquement nul; les formules (6) définissent une transformation 


ponctuelle faisant correspondre un a un les points de l’espace 
(L,, Ly, ..., Lp) et de Vespace (y,, Yo, .--s Yn), Ou tout au moins 
les points de deux domaines D, et D, suffisamment restreints des 
deux espaces. A un élément linéaire (dy,, dy,, ..., dyn) de l’espace 


’ 
nest pas 


(*) Methodus generalis, equationes differentiarum partialium, necnon equationes 
differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque variabiles, com- 
plete integrandi (Abh. der K. P. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
p- 76-136, 1814-1815). 
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(Yar Yor s+ Yn) ee un élément linéaire (dx,, Wey wor ALn) 
de l’espace (a, 2, ..., Xn), pour lequel ona 

o9i 0-9 : 
(7) dxi =F" dy, fo... 4 3, (sa hey ey 71): 


Si l’on remplace, dans la premiére forme w, les variables 7; et 
leurs différentielles par leurs expressions (6) et (7), il vient 


nr 
(8) > Neem) ea VeA Yip fo vicnc'at PY bY ng 
Lt 


at Von a posé 


(9) Y;=X ink FES pleat ie a acy eee (Ga=.¥i2. 25, 1); 


* oyi * dYi dyi 
et ou l’on suppose naturellement qu’on a remplacé x,, ..., ny par 
les fonctions 9,, 9,, ..., @n dans les seconds membres. Les deux 


formes de Pfaff 


SS Xidxi, ss Y'dyi, 


BA t=1 


se raménent donc lune a l’autre par un simple changement de 
variables, et nous les regarderons dans la suite comme deux 
expressions différentes d’une méme forme. II est évident que les 
multiplicités intégrales des deux équations 


y pe On zr Viog; == 0; 


Daa t= 


se correspondent par la transformation ponctuelle (6), de méme- 
que les éléments linéaires intégraux se correspondent un a un par 
la transformation linéaire (7). 

Nous allons montrer dans les paragraphes suivants que |’on 
peut choisir les fonctions 9; de fagon a ramener toute expression 
de Pfaff w A une forme canonique particuliérement simple. On peut 
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remarquer tout de suite que, si l’on a choisi les fonctions ¢; de 
facon que les équations 


Y 
y, = G, oa eT Yoo = Cas 


représentent une famille de courbes intégrales (ce que l’on peut 
faire d’une infinité de maniéres), la nouvelle équation devra étre 
vérifiée quand on remplacera y,, Yo, +++, Yn—, par des constantes 
quelconques, et par suite le coefficient Y, sera nul. 

Le principe de la méthode de Pfaff pour résoudre léquation 
w == 0 consiste A chercher d’abord un changement de variables 
permettant de remplacer cette équation par une équation de méme 
forme ot figure une variable de moins. Pour que l’équation 


Y,dy, + ... + Yndyn= 0, 


obtenue par le changement de variables (6), ne renferme que 
les n — 1 variables y,, Ya, .»., Y,-1, par exemple, il faut et il suffit 
que Yn soit nul, et en outre que le rapport de deux quelconques 
des coefficients Yi, Yr (¢ << n, k <n) soit indépendant de yn. On 
peut écrire ces conditions 


(10) Y,=09, =e Elie 


p. étant une fonction ou une constante que nous laisserons indéter- 
minée pour le moment. En remplacant Y,, Yj, ..., Yn par leurs 
expressions tirées des formules (g), on obtient un systtme de 
n équations aux dérivées partielles, l'une du premier ordre, les 
autres du second ordre, auxquelles doivent satisfaire les fonctions 
14> G2» +++) Gn Mais, pour l’objet que l’on se propose, il est inutile 
d’avoir lPintégrale générale de ce systéme, il suffit d’en connaitre 
une solution particuliére. _ ¢ 

Nous allons d’abord montrer qu’on peut remplacer le sys- 
- téme (10) par un syst¢me équivalent ot ne figurent que les déri- 
vées du premier ordre des fonctions inconnues. De la premiére des 
équations (10), 
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on tire, en effet, en différentiant par rapport a yj, 
n nr n 


Xe oR A) 2 ox R nln) 
> mu dYjo A} : ~~ ) D1 : : 
Yiol, U v6 Yi 
si Yi Yn 1 Yn Al OLh - 


D’autre part, on tire de l’expression (g) de Y; 


y nr n n 
oY; oR dO] Xk df 
Seg xX ? NY oPk R 09h 
> + 


— k 
dy dy iY, deed Oj ILA Yn}? 
Tp EEE oie rr 9 mt a i 


ce que l’on peut écrire, en tenant compte de la relation précédente, 


= n n nr nr . 
vies IXk IR WA y ¥ Xk dk OPA 


ijn UO fed DLN DY 2 ILA Wy dYi’ 
Yn B—deh—d Yi Yn RI! Sad! 


ou encore, en permutant les indices h et & dans la seconde som- 
mation, 


ovr yon | v 
OY Dyi | ama 


aXR IXn \ d9h 
ah OLR J Ip 


et ’équation 


devient 


en posant, pour abréger, 


oXR DXA 


ILh OLR 


Qkh = Ai aie Neo alee. Ht). 


Le systéme (10) est done remplacé par le systeme équivalent 


n 


O4 
y Xz = 0, 
1 
R=4 Yn 


(11) = z 


3 x do / ’ 
aie SY an Pe XR =O [Peer EDs easy, Mroenalll 


~ 
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ot ne figurent que les fonctions inconnues 9, 92) «++, n, et leurs 
dérivées partielles du premier ordre. 
Ces équations seront certainement vérifiées, si p». n’est pas nul, 


par les intégrales du systeme 


nv 


oO 
(12) > 2 a, — PX =o, (le 2 ak) S 


h=1 


cela est évident pour toutes les équations (11), sauf pour la pre- 
mire. Il en est de méme de la premiere, car, si on ajoute les 
n équations (12) aprés les avoir multipliées respectivement par 
a ae a respectivement, il vient, en tenant compte de la rela- 
tion évidente azn + ane = 0, 


L’équation Y, =o est donc une conséquence des équations (12) 
si ». n’est pas nul, ; 

Le systeme (12) ne renferme que les fonctions inconnues gi et 
leurs dérivées partielles par rapport a la seule variable yn. On 
peut donc le considérer comme un systeme d’équations différen- 
tielles ordinaires, et les fonctions 9; ne peuvent dépendre des 
variables y,, Yo, --, Yn, que par l’intermédiaire des constantes 
arbitraires dont dépend lintégrale générale du systéme. 


' . ome Aree O4 Dd 
Les équations (12) sont linéaires en <7! , .,,, <?” 
IY n OY n 
nant formé par les coefficients est un déterminant symétrique 
gauche. Cela étant, plusieurs cas sont & distinguer : 


1° Si le déterminant 


, et le détermi- 


> 
| 


(13) 


a 


“mA? 


Gate a 


I 


nest pas nul, ce qui ne peut avoir lieu que si n est pair, on peut 
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supposer ».—= 1, et résoudre ce systeme par rapport aux déri- 


2 O9j : \ 
vées - , ce qui donne un systeme de la forme 
Ys 


n 


doi : 
He Po, +++) Qn) (Ora 4 Oo ee 
L’intégrale générale dépend de n — 1 constantes arbitraires, 


abstraction faite de la constante que l’on peut toujours ajouter 


nr— 


4 Yn. Soient, pour fixer les idées, ®,, ,,..., ,_, un systéme de 


n — 1 intégrales premiéres distinctes des équations 


(14) Oya, ==).0. == Gy, Aa, ca AyAx, +... + Aapdxy, pom 
X, Xo 


Ande, + oe + dando | 
SGT eae ae ot OE 


posons 
DP (x;, ane Xn) =, hte WE ee Oe ana SB) =a es 


En prenant y,, Y., ---» Yn—1 comme constantes d’intégration, les 
formules qui donnent l’intégrale générale du systeme (12), 


Li = Pi (Ys Yor vr Yn—15 Yn)s 


définissent un systéme de n fonctions distinctes de 4, Yo) ---) Yn 
satisfaisant aux conditions youlues. La fonction Y, est nulle, tandis 


que la fonction Y;, qui satisfait a la relation oN Y;, est de la 


% 
forme e/” ®;(y,, Yo, «++; Yn—1)- Par le changement de variables que 
nous venons de définir, la forme de Pfaff donnée w se change donc 
en une nouyelle forme de Pfaff 


Q = ef” [@,dy, +... + Pprdyn—i), 
; \ 
©,,%,,.... ®»_; étant des fonctions des n —1 variables y,,..., Yn—1 


seulement. 

2° Si le déterminant A est nul, ce qui a toujours lieu lorsque n 
est impair, le calcul précédent ne s’applique plus. Mais on peut 
alors satisfaire aux n équations 


(14)! andx,+ ... + aindxnz= 0 Gi ea. Eye sulecey aly, 
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par des valeurs non toutes nulles de dx,, dx, ..., dXn. Soient 


un systeme de solutions de ces équations. On peut avoir 

r - 4 a4 
YX Bi 4 Xn FE 0, OM AX eee =P AnXn == 0. Dans le pre- 
mier cas, nous supposerons que l’on a y Aix; S91, Cem uivest 


L 
permis, puisqu’on peut multiplier tous les 4; par une fonction 
arbitraire. Les calculs qui ont été faits plus haut prouvent que le 
systeme 


(10, Yq=act, 


et le systeme 


n n n 
‘S! VOk “a, 
(x1)! Nx, @#=1, Ne ea (= 
y=) WY n fod O1/j IYn \ 
k=f (p= R= 


sont équivalents. Par suite, si les formules xj= 9; (Y,, .-+5 Yn—1. Yn) 
représentent l’intégrale générale du systeme (19), Yy, Yo «+s Yn—1 
désignant n — 1 constantes arbitraires autres que celle qu’on peut 
toujours ajouter a yp, ces fonctions 9; sont des intégrales du sys- 
téme (10)', et le changement de variables correspondant conduit de 
la forme donnée w & une nouvelle forme de Pfaff 


ce Vay, 3 cao Sp Yn—1dyn—1 =e dyn, 


ou Y,; Ys. ey Yen netdependent que deq,..7/6,.-, gneae 
a; : : : 
Si Pon a 4,X, +2,X, +... + AnXn=0, on voit de la méme 
fagon que le méme changement de variables conduit de la forme 
donnée w a la nouvelle forme de Pfaff 


Q=> DEC +... + Yr—idyn—1, 


ou Y,, ..., Yr. ne dépendent que de y,, ..., Yn—t. 
On.peut done toujours, par un changement de variables con- 


vay 
i 
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venable, ramener une forme de Pfaff oa n variables a Vune des 
trois formes 


(1) Yn (Y,dy, + arabs oF Yn—1dyn—1), 
(ID) : Y,dy, - toe a Yr—idyn-1 + dyn, 
(IIL) Nedyeaoies ce Vaneau ay 


Y4, +++) Yai ne dépendant que de y,, ys, ..-. Yn—1- 

On a écrit yp au lieu de e¥” dans le cas de la forme (I), ce qui 
revient a changer la derni¢re variable; remarquons aussi que 
quelques-uns des coefficients Y,, ..., Yn—; peuvent étre nuls. 


Appliquons ce résultat aux cas les plus simples : n=2, n=3. 
aX, OX, \2 2. 

oe eis 

0X4 04 

@,2 = 0, On sait que » est une différentielle exacte dy,. Si ay2 nest pas 


nul, le systeme auxiliaire (14) est 


Soit » =X dt + Xedx2;0n a ici A= (a42)? = ( 


, 


c’est-a-dire léquation » = o elle-méme. Si y; =C est V’intégrale géné- 
rale, la forme » peut donc s’écrire y2dy,, comme il est bien connu. 
Soit » = X,da, + Xedx,.+ X,;dx, On a dans ce cas A=0, et le sys- 
teme 14)! est ici 
Apdx, +aydx3= 0, Gada, + ae3d%3 = 0, a3ydx, + andx2= 0. 
Si ay. = ae3 = a3, = 0, » est une différentielle exacte dy,. Si ces 
trois coefficients ne sont pas nuls, on tire des équations précédentes 
dx, drs dx, 


(iat = — 
23 a31 a42 


Supposons d’abord que X,a@23 + Xsa@g,-+ Xgas2 ne soit pas nul; on 
peut satisfaire aux équations du systéme (15)! et 4 ’équation 


Wa da, 73 
X, “dia Xs 


dx, a Boe & 
dys es dy; : 


Soient xi = 91 (y1, y2, y3) Vintégrale générale de ce systéme; on a vu 
que, par ce changement de variables, » prend la forme 


Yidy; + Yody2 + dys, 


Y, et-Y. ne dépendant que de #1, ye; Yidy; + Yedy2 ne peut étre une 
différentielle exacte, sans quoi on aurait a2 = @23== a3, = 0. Done, par 
un nouveau changement de variable, » prendra la forme z2dz, + dys. 
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Si on a Xya23 + Xsag, + Xsaig = 0, w sera réductible a Ja forme yodys, 


résultat classique. 
De la proposition précédente on déduit sans peine, comme l’a 


montré G. Darboux(‘), le théoréme fondamental suivant : 
Toute forme de Pfaff » peut étre ramenée aVune des deux 


formes suivantes : 


(«) g,dy, +... + ZY p a5 AY pss 

(f) £40, + wc + Sy Y gs 

ow les fonctions yi, zx constituent un systéme de variables indé- 
pendantes, cest-a-dire de fonctions indépendantes des variables 
gui figurent dans w. 

La proposition est immédiate pour une forme a deuz variables, 
et nous venons de la vérifier pour une forme a ¢rovs variables. Il 
suffit donc de démontrer que, si elle est vraie pour une forme 
a n — 1 variables, elle subsiste pour une forme an variables. La 
forme w» étant ramenée A un des trois types (J), (II), (III), il est 
inutile de considérer le type (II) qui ne dépend que de m —1 varia- 
bles et pour lequel le théoreme est admis. Quand aux types (I) 
et (II), on peut y remplacer la forme a n — 1 variables 


Y,dy, +... + Yr—1dyn—1 


par un des types («) ou (%). On obtient ainsi pour la forme w une 


des quatre expressions suivantes : 


yn(u,dv, +... + u,dv, + adv,,;) 
Yn (Udo, = «1 41> U0); 
u,dv, +... + Updv, + dyn; 
u,dv, +... + Ud, + ddy,, + Aya, 


les variables uj, vg étant des fonctions indépendantes des varia- 
bles Ya» +++) Yn—1- Les deux derniéres expressions sont immédiate= 
ment mises sous la forme («), en écrivant dans la derniére 
d (Yn + Vp,,) au lieu de dv,,, + dyn. 
La premiére peut s’écrire 
WO, Ann t) (0(10, ot 00 


(') Sur le Probleme de Pfaff, Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, 
t. VI, 1882, p. 26. 
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en posant W, = Yrnlty, «++, Wy = YnUy, Wor, = Yn, et il est clair 
Ue V4, +++) Vp iy) Wy, ++) Wy, Sont des fonctions indépendantes des 
variables qui figurent dans », comme les variables uj, vz, Yn. 

La deuxieéme expression s’écrira de méme 


W,dvy+ ... + WU, 


Le théoreme est done établi, mais ce premier apergu laisse 
subsister bien des questions. En particulier on ne yoit pas @ priori 
quelle est la valeur du nombre p. Nous laisserons de cété les 
divers perfectionnements qui ont été apportés successivement a la 
méthode primitive de Pfaff, pour exposer les méthodes plus 
récentes fondées sur les propriétés invariantes de certaines expres- 
sions associées 4 une forme de Pfaff (1). Remarquons toutefois que 
le systeme (14) va jouer un réle fondamental dans la suite. 


nr n 
3. Covariant bilinéaire. —Soient VY X;day et 3 Y dy: deux 
i=1 i=1 
expressions d’une méme forme de Pfaff » au moyen de deux sys- 
temes de variables différentes ; nous supposerons, pour fixer les 
idées, que les variables x; s’expriment au moyen des variables y; par 
les formules (6). Si, dans lidentité 


n n 

XE y ba Yidyi, 

i=1 i=t 
on remplace y, ---, Yn par des fonctions de deux paramétres 
variables indépendants uw et v, £,, Ly, ..., Ly, sont aussi des fonc- 
tions de ces paramétres, et, en égalant les coefficients de du et 
de dv dans les deux membres, ona les deux relations 


OX, X29). xX on __ oY nie Yn 
ian TO? OE ei De iiy ae het irar Letra 


O24 O22 x Wn __ oy Y Yn 
ie eee op Aus ects Woon tee 30 


(!) Ces nouvelles méthodes ont été employées simultanément par G, Frose= 
ius : Ueber das Pfaffs’sche Problem. Journal de Orelle, t, LXXXI (1877), PP- 230- 
315, et par G. Darsoux : Sur le probléme de Pfaff. Bulletin des Sciences mathe- 
matiques, 2° série, t. VI (1882), pp. 14-36, 49-68. 
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Différentions la premiére par rapport a v, la seconde par rapport 
Au, et retranchons membre & membre; les dérivées du second 
ordre disparaissent, et on aboutit a4 une nouvelle relation ou ne 
figurent que les variables x;, yx, et leurs dérivées du premier ordre 


par rapport aux paraméctres 2 


n n 
= j OX OLY ts IX 702, } Ii >) IXR ID, 2 IXR IM) )oxr 
> I”, dv oa In W ( du da, dU Nh Old! ( dw 
i=1 h=1 j : 
n - . n % es 
dYi OY4 OY: Yn (Yi » IVR dYy YR dy, ( Yk 
dy, dv ag Yn Iv ( du dy, ou ee dy, du \ dv 
Z—t pail 


Le premier “membre de cette relation renferme deux termes 


0: 4 Se OX; oXR 
a dont les coefficients sont = et — : 
UD 


OLR Oi 


VLi 
Ou 


; ce premier 


membre est donc égal a 


ai O27 OLR 
a ores 


i, R 
le coefficient ajz ayant la méme signification que plus haut, 


OOS OX, 
oak Ii 


? 


(16) Qik 


et la sommation étant étendue a tous les arrangements deux a 
deux des indices 7, &. En tenant compte de l’égalité ajz + azi =o, 
on peut encore écrire ce premier membre 


NI OXLi OLR O27 OLR 
Qik | — 
z ou dv ov Ou 

jieews 
la sommation étant maintenant étendue a toutes les combinaisons 
deux 4 deux des indices 7, &. Nous conserverons cette écriture 
dans la suite. Le second membre de la relation obtenue a une 


expression analogue 
oYi CYR OYi OYk 
bir (= — ; 
ae ou Ov ov OU 
l, 


ou l’on a posé ; 


(16)! Oi 


ey 
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Multiplions les deux membres de la relation 


Ia; I< ; i DY i 
Waa ( Wi 20h 201 DK) __ Wy, (2yi dye dyi Dyn 
ou ov ov dU a ou dv ov du 


? 


par dudv; elle peut s’écrire sous une forme plus abrégée 


(17) »3 Ain (AxpPix~— dxrp~sxXj) =o biz (dyidyr— dyndyi), 


[ke i,k 


~ 


en posant 
a oi > OLi OYi SE) 
[a ra du, 6x; =——8v, dy; et du, by; = 


Remarquons que l’on a ‘toujours, pour les deux systémes de 


différentielles, 

dari = dy, + eee 7 dyn, 
(18) pas 

aoe dete Se ye 


et l'on passe du premier membre de lidentité (17) au second 
membre en remplagant dans ce premier membre les variables 
Ly, Lo, ..., Lp et les deux systemes de différentielles dx;, 6x; par 
leurs expressions au moyen des variables y;, et des deux systémes 
correspondants de différentielles dy;, Sy;, qui se déduisent des 
formules de transformation par lesquelles on passe de la pre- 
miére forme 2X;da; de w a la seconde forme LY ;dyj. 

Le premier membre de lidentité (17) est appelé le covariant 
bilinéaire (*) de la forme », dénomination qui se justifie d’elle- 
méme. On représente ce covariant par o’, 

(19) ee Ds Air (dxipxrK~ — Ax}j52j), 
i,k 
notation qui sera justifi¢e plus tard. Remarquons que, pour 
former ce covariant w’, il est inutile de calculer séparément tous 
les coefficients ajx. Il est en général préférable de se servir de 
lexpression symbolique 
w' = dw(d) — dw (0), 


(!) Lipscuirz (Journal de Crelle, t. LXX, p. 73). 
j G. Prob. 2 
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w(d) étant identique a w, et w(8) désignant ce que devient w(d) 
quand on y remplace d par 6; on doit en outre tenir compte, dans 
le caleul, de Videntité dx; = débx;. 


Remargues. — 1° Lorsque la forme o est une différentielle totale 
exacte, tous les coefficients aj, sont nuls, et w’ se réduit a zéro. 
Inversement toute forme de Pfaff dont le covariant bilinéaire est 
identiquement nul est une différentielle totale exacte ; 

2° Quand on multiplie la forme » par un facteur constant C, 
w’ est multiplié par le méme facteur, mais il n’en est plus de 
méme quand on multiplie » par une fonction de x, ..., Lp. Soit 
QS hips 2 los Ol a 

Q! = 60(d) — da(s)=6k.w(d) + kdw(d) —dk.w(d)— kd (8), 
ou 

oO! = ko! + w(d)dk — w(8d) dk. 
D’une fagon générale, soient ,, », deux formes quelconques de 
Pfaff : 


w,== A,da, + ... + Anda, »,=B,dx, + ... + Badan; 


on représente par [w,, |] la forme bilinéaire 
[A,dx, +... + Andan][B,Sx, + ... + Brdan] 
— [A,sx, + ... + Andxn][Bydx, + ... + Brdan| 
— \ (AIBe— AxB,) (daxidarz — darx82xi). 
i,k 
Avec cette notation, le covariant bilinéaire de la forme kw a pour 
expression 


(kw) = ko! + [o, dk]. 


D’apres leur définition méme, les coefficients aj, vérifient, comme 
on s’en assure aisément, les relations 


IAik dak + ali 
dw di Die a ee 


(20) Qik + Axi = 0, 


pour toutes les combinaisons d’indices. Inversement, si n® fone- 


tions aix des variables x1, Xp, ..., x, vérifient les relations (20), la 


JSorme bilinéaire 


>» AixndX PL, 


i,k 
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ou la sommation est étendue & tous les arrangements des indices 
t, k, deux a deux, est le covariant bilinéaire d'une forme de Pfaff. 
En d’autres termes, il existe un systéme de n fonctions X,, X,,..., X 


re 


: . . ht — I . 
des variables x,, x, ..., %,, satisfaisant aux n(? — 1) pelations 
- «<2 


(21) aX; >. ae 

La proposition est classique pour n = 3. Pour démontrer qu'elle 
est générale, supposons-la établie dans le cas de n — 1 variables, 
et considérons les n —1 équations précédentes ot ¢ = 1, et pre- 
nons X, = o. Elles donnent 


IXhe 
aL, 


= — Ak, 


et par suite 
=D: Gig | QAP seett shop.) Oy 1 Oi (lay, ales, |) (iC 12 O58 AD). 
% 


En tenant compte des conditions (20), que l'on suppose véri- 
fiées, les autres équations (21), ou ¢ et A sont supérieurs a un, 
deviennent 


MEPOS A PE 


Ba pares Aik ee Oe Ln) = bir (ae. eee als 


Ces équations forment un systeme de méme forme que le 
premier, avec une variable et une inconnue de moins. D’autre 
part, si l’on fait 2, = c, dans les relations (20), ou tous les 
indices sont plus grands que un, on obtient un systeme de rela- 
tions de méme forme 


bik | Ik dui 
aX] OVI Lk 


(20)! bik + bri = 0, 


La proposition étant vraie pour n — 1 variables, elle est donc 
générale. Connaissant une premiére forme de Pfaff ayant un cova- 
riant bilinéaire donné, on aura toutes les autres formes ayant le 
méme covariant en ajoutant 4 la premiére une différentielle exacte. 

Deux éléments linéaires (dx,, dx,, ..., dx,), (821, ...,52,) issus 
du méme point (x,, £,, ..-, £,) sont dits en involution si les deux 
systemes de différentielles da;, da; vérifient la relation w' =o. Il 
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résulte du calcul qui a conduit au covariant bilinéaire que deux 
éléments linéaires intégraux appartenant a une multiplicité 
intégrale a p dimensions (p > 1) sont en involution. Si Von prend 
en effet sur cette intégrale M, une intégrale M,, telle que les coor- 
données d’un quelconque de ses points soient exprimées au moyen 


de deux paramétres u, v, ces n fonctions vérifient les deux relations 


Vl WLI MW OL: 
eX = © xX;—-=0;., 
wd DY ‘ fd DV : 


L L 

d’ot lon déduit, par le calcul fait plus haut, que les différentielles 
dx;, 62; correspondant respectivement 4 des accroissements du 
et 6v des paramétres, vérifient la relation w’ = o. Or on peut tou- 
jours supposer que les courbes u = C, v= C’ qui passent par un 
point de M, sont tangentes respectivement a deux éléments linéai- 
res quelconques de la multiplicité intégrale considérée issus de ce 
point. 

Il résulte aussi de la propriété d’invariance de w’ qu’a deux élé- 
ments linéaires en involution (dy;, ..., dy,,),. (y,, ---, 5y,,) del’espace 
(Yrs Yor-++5Y,) correspondent deux éléments linéaires en involu- 
HON (Ao. is AS, )5 (950), ens.) COW SSPace (At, kes y seugtce.) = 

Remarquons aussi que deux éléments linéaires intégraux en invo- 
lution de l’équation w =o sont des éléments linéaires intégraux en 
involution de l’équation 2 = kw =o, quel que soit le facteur k. 

Ceci nous améne a considérer quatre espéces d’éléments linéai- 
res possédant des propriétés spéciales : 

1° Les éléments linéaires quelconques qui sont en involution 
avec tous les autres éléments linéaires issus du méme point. 

2° Les éléments linéaires intégraux qui sont en involution avec 
tous les autres éléments linéaires issus du méme point. 

3° Les éléments linéaires qguelconques qui sont en involution 
avec tous les éléments linéaires intégraux issus du méme point. 

4° Les éléments linéaires intégraux qui sont en involution avec 
tous les éléments linéaires inéégraux issus du méme point. 

Les éléments linéaires de chaque espéce sont définies par des 
systémes d’équations linéaires en dx,, ..., dx,, que nous allons 
étudier. Ces quatre systémes se réduiseat toujours & deux systémes 
distincts, comme nous le verrons dans les paragraphes suivants. 


—_- 
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4. Interprétations du covariant bilinéaire. — Le covariant w’ 


intervient dans le calcul de la premiére variatiun de l’intégrale ic et 
\ e 


cette interprétation rend intuitive la propriété d’invariance relative- 


ment a un changement de variables. 


Considérons une forme de Pfaff 4 un nombre azine de varia- 
bles indépendantes, 


OSS X,dx, + i a XypdxXn, 


X,...X, étant des fonctions de x, %o,..., 2p. Ces n variables étant 
regardées comme les coordonnées d’un point dans l’espace a n dimen- 
sions, les n équations 


Le apic) (oe 25 205 n), 


ou ¢ varie de /, a 4, représentent dans cet espace une variété a une 
dimension ou courbe I, et Vintégrale définie 


ty 
{ X,dx, ++ e\ieie a XO Oya, 
a to 


ot. lon a remplace x; par fi(¢).et dai par f'i (t)dt, est encore appelée 
une intégrale curviligne prise le long de I’ et représentée par 


I = Xda, +... —+- XpALn 
1B: 


Quand on remplace la courbe lr par une courbe infiniment voisine, 
Vintégrale prend un accroissement dont nous allons calculer la _ partie 
principale. Il suffit d’appliquer a ce cas particuliérement simple la 
méthode générale permettant de calculer la premiére variation d’une 
intégrale ; j’indiquerai rapidement le calcul. Pour cela, imaginons 
une famille de courbes variant d’une maniére continue avec un 
paramétre « etseréduisant pour « = o alacourbe PL. Soient.xi = fi (¢, «) 
les équations de cette famille de courbes, la fonction fi(¢, 0) étant 
identique a fi (¢). 

Nous supposerons que les limites ¢p et ¢, sont elles-mémes variables 
avec «, et nous avons a calculer la dérivée I’ («) de l’intégrale définie 


i= Sx (fis fas fa) EZ at, 


t j=1 
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par rapport au paramétre « La formule classique de différentiation 


donne 


we LL ee : 
r= ee 
Ly ign een PY, 


0X, 04 Ly, a 


22f; 
+f Da Nite Pere se) age 


f=! 


© 
~ 


n n 
dt . ; afi _ dty afi | 
aa; DXi fe sd), “ada Dene dd y 


i=1 t=t i=4 t=t, 


Entintégrant par parties la seconde intégrale, on peut la remplacer par 


aH ay le z 
fi af; (2Xi of; Xi fp 
X; = 7* (—— 4+ ..w - dt 
» Dy ee ee 
Oe 


Lt 
Dans le produit dI = I'(«)d«, on a sous le signe d’intégration les 


= oe 


termes suivants, en posant d.xj = 


{> us dt ea da, +...+ cei8) sen) 
ty pa 


OL, Ln 


ie dé IL, dt 


aX; Oxi 
oe dai Y Och ye dxk, 
=f, Rte Banc fy Bee Rie 


ou, en permutant les indices ¢ et & dans la seconde intégrale, 
[2 pa eee ea dxidxp. 
IL ILI ' 


Quant aux termes en dehors du signe f en les réunissant, on a 


=p 3 ae oe 2A det. +e at) 
to = 


Vexpression suivante : 


i= tat i= t=th 


i=4 t= i=1 (=, 
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Posons, comme plus haut, 


OX: _ aXe 
IL Xi 


(ey=[ (Zt) Gat (34),_, |e 
(ei), = Hees fees oa Se (2) nl 


nous avons pour expression générale de dI 


si f d Maudxider 
pi) ENG 


+ (Xiha + XeAw, ++ ... + XpAor,)i. 


Aik = 


(Vontevactel suena gy 12s 


et, en outre, 


Remarquons que (Aa), (AX2)y, ..., (AX) représentent les compo- 
santes du déplacement infiniment petit de l’origine du chemin d’inté- 
gration quand on fait varier « de da, et (Aa)1, (Axa), ..., (Ay), ont 
une signification analogue. Si done on fait varier le chemin d’intégra- 
tion sans changer les extrémités, le terme tout intégré disparait, et la 
formule générale qui donne dI se réduit a 


SI =y3 YS aindxidcr = fo 
LW ke ly 


Supposons maintenant que l’on effectue un changement de variables 
Li = Pi(Ys, Yay +09 Yn) = (T= 1, 2... N)s 
la forme linéaire » se change en une nouvelle forme linéaire de diffé- 
rentielles 
wy = Yidyy +:... + Yndiey 

Y,,..:, Yn étant des fonctions de yy, y2, ..., Yn, et Vintégrale I, prise 
le long d’une courbe f dans l’espace (x, ,, ..., Ln), se change en 
une intégrale 


i J Nuon + Yady + Peo Yndyn = [on 
a dy “ : 


prise le long de la courbe I’ de l’espace (y1, Ya, ..-» Yn), qui correspond a 
la courbe © de l’espace (24, %2,..-, @») par les formules de transfor- 
mation. De l’égalité I—T’, on déduit que les premiéres variations 
sont égales, JI = dl’, Mais on peut calculer ol’ de deux fagons, soit en 
partant de l’expression générale de JI, ce qui donne 


oY; OY 
> » ; OS AS 
+ ib ik bie eae dyke — dyi” 
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soit en appliquant la formule générale du changement de variables a 
Vintégrale dl, et remplagant en méme temps la variation Oxi par 


007 Mi » 
Ooh ys 45 Lt oe Oya: 


oY Wn 


En égalant ces deux expressions de OI’, on a done 


ae . 7 
Nv AipdxisxK =i N bind yil yk. 
[Xz ie 


c’est-a-dire w! = w',. 
La condition »’ = o peut aussi s‘interpréter géométriquement. 
Prenons d’abord une forme a trois variables que nous écrirons 


w = P(x, y,2)dx + O(a, y, z)dy + R(x, y, 2) dz; 
la relation w’ = o peut s’écrire sous forme de déterminant 


oR: 20s, .09P yo oR ice OO aR 


oy og ns Ox or oY 
dx dy dz 
0x dy Os 


SS. 


Elle exprime que le plan passant par les deux éléments linéaires 
(dx, dy, dz) (dx, dy, ds) contient le vecteur issu du point (a, y, s) dont 
les composantes sont 

oR 20 oP oR 20. oP 
oy oz ; den boon om oy ; 


ou vecteur-tourbillon du vecteur (P, Q, R); donc, pour que deux éleé- 
ments linéatres sovent en involution, tl faut et il suf fit que le plan déter- 
miné par ces deux éléments contienne le vecteur-tourbillon. 

Il est facile d’en déduire la condition d’intégrabilité de ’équation 
«® = 0. Supposons en effet les axes rectangulaires ; toute surface inté- 
grale passant en un point (x, y, z) de espace doit étre normale au vec- 
teur (P, Q, R) issu de cé point. Mais deux éléments linéaires quelcon- 
ques du plan tangent doivent étre en involution, et par suite ce plan doit 
passer par le vecteur-tourbillon. Done le vecteur-tourbillon et le vecteur 
(P, Q, R) doivent étre orthogonaux ; c’est précisément la condition 
dintégrabilité. 

On peut donner une autre interprétation, en considérant (dx, dy, dz) 
et (dx, dy, dz) comme les coordonnées homogénes de deux points dans 
un méme plan. La condition »’ =o exprime aussi que la droite qui 
Joint ces deux points passe par le point dont les coordonnées homogé- 
nes sont égales aux composantes du vecteur-tourbillon. 

Considérons maintenant une forme 47 variables, et deux éléments. 
Himeaires’(dayue) salen \y (On pa as dx,,) issus d’un méme point. Soient 
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A; et A» les points d’un espace a (n — 1) dimensions dont les coordon- 
nées homogénes sont (da, ..., AL CUO Dassen Oy, Ges deux points 
déterminent une multiplicité linéaire 4 une dimension, ou droite, dont 
les coordonnées pluckériennes sont les binomes dajdxap — daxpdxj 
(1, # = 1,2, ..., n). La relation »! = o exprime que cedte droite appar- 
tient a un complexe linéaire de V'espace a (n — 1) dimensions.Cette inter- 
prétation ne sera pas utilisée dans la suite. 


5. Le systeme S,;. — Etant donné un élément linéaire 
(dx,, dx, ..., dx,), issu d’un point (x,, 2, ..., £,), les éléments 
linéaires issus du méme point, en involution avec le premier, for- 
ment en général une multiplicité a m— r dimensions. I] n’y a 
d’exception que si la relation w' =o est vérifiée identiquement, 
quelles que soient les valeurs de 6x,, dx,, ..., 6x,. Pour qu’il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que dx,, dx,, ..., dx, vérifient les n 
équations linéaires 


a,,dx, + a,,dx,+...+ a,,dx,—=0, 
B Ay AL, + Aydx, + ... + ay,dx, =0, 
wR 
1 


| A ydx, + a,,dx, +... +4,,dx, =0. 

De tels éléments linéaires seront appelés singuliers ; les éléments 
linéaires singuliers issus d’un point sont donc en involution avec 
tous les autres éléments linéaires issus du méme point. 

Si n est impair, il y a toujours des éléments linéaires singuliers, 
puisque le déterminant A des coefficients ajz est nul (*). Sin est pair, 
et si A est différent de zéro, il n’y a pas d’éléments linéaires singu- 
liers. C’est le seul cas ot il n’existe pas d’éléments de cette espéce. 

Soient (dx,, dx,, ..., dx,) un élément linéaire singulier issu 
d’un point (a, 2, ..., %,), et (dy,, dye, ---, dy,) Vélément linéaire 


“issu du point (y,, Ya, ++.) Y,) qui correspond au premier par le 


changement de variables (6). Puisque le premier élément est en 
involution avec tout autre élément linéaire issu du méme point, le 
second élément linéaire (dy,, dy,,..., dy,) doit aussi étre en 


() Pour démontrer qu’un déterminant symétrique gauche d’ordre impair 
est nul, il suffit d’observer que ce déterminant change de signe, quand on 
change le signe de tous les éléments. Or cette opération ne change pas la 
valeur du déterminant, puisqu’elle revient a échanger les lignes et les 
colonnes. 
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involution avec tout autre élément linéaire issu du méme point 
dans l’espace (yj, Yor «++9 Yn): Il faudra donc que l’on ait 

» Moindy yn =0, 

fi k 

quels que soient 5y,, 4, -.., dy, et, par suite, que dy,, dio, ..., dy, 
vérifient les n équations du systeme 
by,dys + by dys ok fas Oey 
by dyy + bagdy, + «++ DonhY n=, 


CLE fs b 2A Ys a eee Dinh n —05) 


S, (4) 


qui se déduit de la nouvelle forme de Pfaff 
wll) = Yydy, + Yody, + +. + YndYn 


dela méme fagon que le systeme S, se déduit de la forme primi- 
tive. Le systéme S, est donc un systéme covariant de la forme w, 
relativement a tout changement de variables. 

En d'autres termes, si, par le changement de variables défini par 


n n 
les formules (6), la forme i Xida; devient De Yidyi, le systéme 
= isd 
S, se transforme, par leméme changement de variables, en 5,4). 
Supposons que le déterminant A soit égal a zéro, de sorte que 
les n équations de S, se réduisent a r équations linéairement dis- 
tinctes (r<_n). Ce systeme admet alors une infinité de multipli- 
cités intégrales 4 une dimension, dépendant de constantes arbi- 
traires, sir —= n — 1, et de fonctions arbitraires si r< n —1. On 
peut en effet adjoindre aux r équations linéaires du systéme S, un 
systéme de n — r —1 équations linéaires en dx,, dx,, ..., AX, a 
coefficients arbitraires, de fagon & former avec les premiéres un 
systtme de n — 1 équations différentielles ordinaires (*) 


(‘) D’apres Vinterprétation donnée plus haut du covariant bilinéaire, ces 
multiplicités intégrales & une dimension du systéme S, sont les courbes 
extrémales pour lintégrale SXsdeary + X.da,+ ...+ Xndan. Des considéra- 


tions empruntées au calcul des variations permettent de démontrer sans 
aucun calcul que le systeme S, est complétement intégrable (Bulletin de la 
Société Mathematique, t. XLIV, 1916, p. 25 et suiy.). 
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Le systéme S, est'complétement intégrable. 
Sice systéme comprend r équations linéairement indépendantes, 
ces r équations sont équivalentes 4 un systéme de la forme 


OF i — 0; i 0s ~.a) Af, = 6, 


Ji So» +++) fr Stant r fonctions distinctes des variables x,,..., x,. 
Le théoréme est évidemment exact si A n’est pas nul, car le 
systeme S, est équivalent aux n équations 


Ob aT ORCS == Oy hts 4 or 0G SOL, 


Ilest vrai aussi si le systeme S, ne contient que n — 1 équations 
linéairement distinctes ; ces équations forment alors un syst¢me de 
n —1 équations différentielles ordinaires et admettent par consé- 
quent n — I combinaisons intégrables distinctes 


ya atOne fet OO rat NES, 


Prenons le cas ot le systeme S, ne contient que r équations 


linéairement distinctes (r <n — 1). Adjoignons a ces r équations 
un systeme de n — r — 1 équations linéaires 


Andx, +...+ Aindt,=0, (t=1,2,....n —r—1), 


dont les coefficients sont des fonctions des variables x;, choisies de 
facon & former avec les r équations de S, un systeme de n — 1 
équations différentielles ordinaires’ distinctes. L’intégration de 
ce systeme donne une famille de multiplicités intégrales 4 une 
dimension du systéme S, dépendant de n — 1 constantes arbitrai- 


res. Soient 
SiH=Cy feo=HCn oy fra =Gris 


Vintégrale générale de ce systéme auxiliaire. Imaginons mainte- 
nant que l’on fasse un changement de variables, en prenant un 
nouveau systéme de variables (y,, Yo, +++) Yn) OU Ys, = Si, Yo= So» 
ee ae = fa, la derniére variable y, restant arbitraire, a 
condition de former avec ¥;, Yo, +++, Yn, un systtéme de n variables 
indépendantes. Par ce changement de variables, la forme donnée w 


est remplacée par une nouvelle forme ‘3 Yidyi, ou |’on peut tou- 


L 
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: ae ; see & 
jours supposer que le coefficient Y,, a l'une des valeurs zéro ou un. 


En effet, si Y,, n’est pas nul, on peut écrire 


dU aU 
ye dy, — dU pao ea dy, 4- ous + Tis dyy) 
et si l'on a pris U & la place de y, pour la derniére variable indé- 
pendante, la forme » devient, aprés le changement de variables, 


c(t) eV OU, 4 Ops i ein <3 dy,,. 


Quant au systéme §,, il est remplacé par le systéme S,(), qui 
doit étrevérifié quand on y faity,—=C,,..., Y, 4 =C,_4, y, etant une 
variable indépendante, quelles que soient les constantes C,, C,, 


= 


oY 
pie Gee 2 a aCOne bin = = o pour toutes les valeurs de 


v7 
V'indice 7, et les coefficients Y; sont indépendants de la variable y,,. 
Le systéme S,() se compose done dem —.1 équations ou ne figu- 
rent que les nm — 1 variables y,, Yo, +--+) Yn 


(22) Ody 6 tons, tein td nO yee elem) 


et nous avons avons remplacé un systeme de 7 équations a n varia- 
bles par un systeme équivalent de r équations am —1 variables 


seulement. Si r =n — 2, le nouveau systeme est complétement 
intégrable, et par suite il en est de méme du premier. Sir < n—2, 
le nouveau systéme (22) se déduit de la forme de Pfaff A n — 1 
variables Y,dy, + . . + Y,_,dy,_, de la méme fagon que S, se 
déduit de la forme primitive. On pourra donc recommencer la 
méme transformation sur le systeme(22), et ainsi de suite. II est 
clair qu’on finira par obtenir un systeme équivalent a S, de r équa- 
tions Ar + 1 variables, c’est-a-dire un systeme complétement inté- 
grable. La proposition énoncée est donc établie. 

Cela étant, imaginons que l’on fasse un changement de varia- 


bles de fagon que dy, = 0, ..., dy = 0 soient précisément 
r combinaisons intégrables distinctes du systéme S, (1). Ce systeme 
devant étre vérifié quand on y remplace dy,, ..., dyp par 


zéro, quelles que soient les valeurs de dy,p+4, ..., dyn, ona 


oY; dY 
bef en 
OY: oYyi 
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. , . . . , . ‘ i 

si l’un des indices 7, & est supérieur a 7. Ces relations prouvent en 
particulier que, si l’on regarde y,, Yo, .. 
tres, l’expression 


-, Yr comme des paramé- 


Yrpidyr+1 ao eee a Yndyn 


est la différentielle totale d’une fonction U des variables yp+1, ..., Yns 
et l’on peut écrire : 


dU 


Yrqsdyr+s +... + Yndyn= dU aay, oa 
oUt 


aU 
d bene @ 
Goi = dy 4” : 
La fonction U est distincte des r variables y,, ..., yr, & moins 
que Yr4is bo 
U = o. Dans tout autre cas, on peut prendre U pour la nouvelle 


., Yn ne soient nuls, et dans ce cas on peut supposer 


variable y,41. Les nouvelles variables étant choisies de cette fagon, 
on voit que (4) a lune des deux formes 


Nie: + eee — Yrdyr, Vay, a ene 4. Y,dyr +. dyr41. 


La condition bj, == 0, ou l’on suppose k>r, devient alors 
oti o et prouve que les coefficients Y ne dépendent que des 
yk 
variables y,, Ys, ---» Yr» Pour que le systéme §,") relatif a la 


forme (1) soit équiyalent aux r équations 


Adify == Oni a, OU t=O, 


il faut en outre que le déterminant 


Te. Wh aa hb 
Osi Os ce enr Dor 


bry bro we rr 


soit différent de zéro, ce qui exige que 7 soit un nombre pair, 
r= 2p; résultat que l’on aurait pu prévoir a priori d’aprés les 
propriétés des mineurs d’un déterminant symétrique gauche. 

En résumé, le systeme S, se compose toujours d’un nombre 
pair 2p d’équations linéairement distinctes ; si l’on a pris un nou- 
veau systéme de variables (y,,'..-, yn’ de fagon que ¥,, -.+, Yop Solent 
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tee oar f et 
2p intégrales distinctes de S,, » peut étre ramenée a lune des 
deux formes 


(IT) Yydy, + «-- + Yop@Yop + @Y2p +13 
("Ny yae ae. erp Oion: 


Y,, Yo, «++, Yo, ne dépendant que des variables 1, Yo, --- Yop: 

On aura le nombre 2p en cherchant l’ordre des premiers mineurs 
de A qui ne sont pas nuls. Quant au syst¢me complet qui détermine 
les intégrales de S,, on pourra V’obtenir en écrivant que l’équation 


BN ee EE Pe 
Us dx, Si OID Be ee eae 


est une combinaison linéaire des équations du systeme S,, c est- 
a-dire en égalant a zéro tous les déterminants d’ordre 2p + 1 
déduits du tableau 


Ay, Un Ay, 
Ae, Age Aen, 
(T,) , 
Ant Ang See aan 
af af af 
OW, O02 Pe IX 


Le systeme S,, ou le systeme complet équivalent, ne sont pas 
d’ailleurs des syst¢mes différentiels quelconques, comme nous le 
verrons plus tard. 

Pour reconnaitre a laquelle des deux formes (I) ou (II) on peut 
ramener ©, il suffit d’observer que, dans le premier cas, l’équation 
w(t) = 0 est distincte des équations du systeme S,), tandis que, 
pour la forme (II), wl!) = 0 est une conséquence des équations de 
S,“. La forme donnée w pourra donc étre ramenée a la forme (ID), 
si ’équation » =o est une conséquence des équations de S,, et 
dans ce cas seulement. On aura la forme (I) si tous les détermi- 
nants d’ordre 2p + 1 déduits du tableau 


Gy, AQ Qin 
Gy, Aga Gon 

(T;) 
mA ane nn 


ve 
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ne sont pas nuls a la fois, et la forme (II) si tous ces déterminants 
sont nuls. 


6. Le systéme S,. Classe d’une forme de Pfaff. — Les 
éléments linéaires singuliers, qui sont en méme temps des éléments 
intégraux, véritient les équations du systéme S,, 


Anat, +... + a;ndx, = 0; (Cea Reon 
Nel Btn it OX NOG = 0, 
que l’on obtient en adjoignant au systéme S, l’équation wo. II est 
clair que ce systéme S, est lui-méme un covariant de la forme w 
relativement a tout changement de variables. 

Sil’équation » =o est une conséquence des équations de S,, le 
systeme S, est identique a S,. Si ’équation w = 0 est distincte des 
équations de S,, le systtme S, comprend 2p a Sy! équations distinc- 
tes. Supposons » ramenée a la forme (I); apres ce changement de 
variables, S, est remplacé par le systeme 

dy, =0O,..., AY) 9, =Od, 
tandis que le systéme 8, devient 
DOM et O tt ke Oa 10,6) OU Gy a O 

Le systéme S, est done lui-méme complétement intégrable. On 
voit de plus, d’aprés les calculs du paragraphe précédent, que, sil 
n’est pas identique au systéme S,, on obtiendra la derniére inté- 
grale de ce systéme par une quadrature quand on aura intéyré 
le systéme S;,. 

Soit c le nombre des intégrales distinctes du systéme S,, c’est-a- 
dire le nombre des équations linéairement distinctes de ce sys- 
téme; ce nombre ¢ s’appelle la classe (+) de la forme de Pfaff . Ce 
nombre ¢ est égal au nombre minimum de variables au moyen 
desquelles puisse s’exprimer » par un changement de variables 
convenable (?) .Nous avons démontré au paragraphe précédent que 
‘si Ss contient 2p, ou 2p + 1 équations distinctes, la forme w peut 
-étre ramenée a la forme (I) ou a la forme (II). Dans les deux cas, 
expression ainsi obtenue pour » ne dépend que de ¢ variables. On 


(') Cette expression a été introduite par Frobenius, - 
(2) On dit qu’une variable figure dans une forme de Pfaff si elle figure sous 
le signe d ou dans l’un des coefficients. 


516242 
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ne peut pas obtenir pour » une autre expression ou figurent 
moins de ¢ variables ; supposons en effet que, par un changement 
de variables convenable, » prenne la forme 
w(t) = Z,dz, + ... + Lgdzq, 

le nombre q étant inférieur a c, et les coefficients Z; ne dépen- 
dant que des q variables z,, 29, ..-, £q- Il est clair que le systeme 
S.(!) correspondant & 4) ne peut renfermer plus de q relations 
linéairement distinctes, puisqu’il ne renferme que g différentielles 
dz,, ....dzq. Il ne peut donc étre équivalent au systéme S, qui, par 
hypothése, renferme c > q équations distinctes. 

Le méme raisonnement prouve que si, par un moyen quelcon- 
que, on a obtenu pour w une expression ou ne figurent que ¢ varia- 
bles, ces ¢ variables sont des intégrales du systeme S,. On peut donc, 
d’une infinité de fagons, trouver des expressions dew ou ne figurent 
que c variables, mais on déduit toutes ces expressions de l'une 
d’elles par un changement d’un systeme de ¢ variables en un nou- 
veau systeme dec variables. Par la suite, nous dirons que toute 
intégrale du systéme S, est une variable canonique. 

Pour obtenir la classe d’une forme de Pfaff, il suffit, d’aprés 
cela, de chercher le nombre des équations distinctes de S,, c’est-a- 
dire l’ordre des déterminants du tableau T,, de l’ordre le plus 
élevé, qui ne sont pas nuls. 

Soit » une forme d’ordre pair n = 2p. Si les coefficients X; sont 
des fonctions guelconques des variables indépendantes, le déter- 
minant A ne sera pas nul, et par suite la clagse sera égale & 2p. On 
voit de laméme fagon que, pour une forme a un nombre impair de 
variables et a coefficients quelconques, la classe est égale au nom- 
‘bre des variables. Nous appellerons, dans la suite, forme ordi- 
naire toute forme dont la classe est égale au nombre des variables 
qui y figurent, forme exceptionnelle toute forme dont la classe est 
inférieure au nombre des variables qui y figurent. Connaissant la 
parité de la classe d’une forme, il est facile d’avoir une limite du 
nombre pau moyen du nombre n des variables. Si la classe est 


paire, on a 2p <n et, par suite, p< = . Si la classe est 


Taek 


impaire, ona 2p + 1 <n, oup< 
F 2 
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7. Les systémes S, et S,. — On obtient deux nouveaux SyS- 
temes différentiels associ¢s & une forme de Pfaff en procédant 
comme il suit. Pour qu'un élément linéaire (dx,, dx,,..., dx,) 
soit en involution avec tous les éléments linéaires intégraux issus. 
du méme point, il faut etil suffit que ’équation 


' Tw « 
oy = — » (aindx, + Aindx, + ... + aindxn)dxi = 0 


vest 
soit une conséquence de l’équation 
n 


wa(dy == i X62; = 0, 


i=t 
cest-a-dire que d.x,, dx, .... dp vérifient les relations 
(Ss \ Ganley SES GLU eR Os + aypday 
3, —.-.. 
Xy 


__ aida +e $ Gindty, __ 
Xi 


i 


¢ étant une variable auxiliaire, introduite uniquement pour facili- 
ter le raisonnement. 

Ce nouveau systéme S, qui est évidemment, d’aprés sa signi- 
fication, un covariant de la forme a, est identique au systéme de 
Pfaff Aéja signalé plus haut (n° 2). 

Enfin les éléments linéaires intégrauz en involution avec tous 
les autres éléments linéaires infégraux issus du méme point véri- 
| fient un nouveau|systeme d’équations S,, que l’on obtient en adjoi- 
gnanta S, !équation o =o; c’est le systéme caractéristique. C’est 
aussi un systéme covariant de la forme o. 

Les quatre systémes 8,, S,, 83, 5, se réduisent toujours a deux 
systémes distincts seulement. 

Ecrivons le systeme 8,, en chassant les dénominateurs, 


(S3) ai,dx, SO inca Cydia == NI Ls (@ SSS ORO ig n) : 


deux hypothéses sont a examiner : 
ret Cas. — On peut satisfaire aux équations précédentes, sans 


G. Legons. 3 
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supposer dt = o, En d’autres termes, on peut trouver au moins un 


systéme de solutions des équations 


Qiks + Qjzko +... + Ginkn = Xj (7 — a ends n). 
On en déduit 


> Xidxj = DS (ith + Gizkg +... + Ainhn)AxKi 


l 


== == ly 2 Ajax; aS he ey) Aj AX; =a te te Xn > anid Xi, 
i i L 


de sorte que, dans ce cas, l’équation » =o est une conséquence des 
équations du systeme S,. Réciproquement, si l’on a une identité de 


la forme 


» Kedar = »: tr (Aridx, + ice a ‘AkndXn), 
T Rk 


on en déduit 
>. iG a. +=. - 4- PnOni, 


aAxR 


et l’on satisfait aux équations de S, en posant —= — ur. 


Supposons donc que » soit de classe 2p; alors S, est identique 
aS,, et S, est rdentique aS,. Des équations de S,, 


dz ax, 
as ao Spachip ss a Oe 


ait 


on tire en effet 


ou 


Mais le premier membre de cette équation est identiquement 
nul, d’aprés les relations aig + api =o. L’équation » =o est 
done une conséquence des équations de S,. 
2° Cas. — Si» = 0 nest pas une conséquence du systéme S,, on 


ne peut satisfaire aux équations S, qu’en posant dt = 0; S, est 
identique 4 S,, et S, aS,. 
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Kn résumé, si w est de classe paire, S, est identique aS,, et S, 
a S,.iSt w est de classe impatre, S. est identique aS, et S, aS,. 
Les systémes Sy et S, sont toujours distincts, ainsi que S, et S,. 
Le systéme S, est complétement intégrable. Il suffit de le 


démontrer pour une forme de classe paire ; or si l’on suppose » 
ramenée a la forme 


Y,dy, +... + ele oan 


le systeme S, contient seulement 2p — 1 équations distinctes indé- 
pendantes de ¢ ('), 


» bydyy + .. + by, ondyop ae ie bap dys +... +bep,2nd yop 
SPER Tew Cee SS 5655 “7a ey ee 
avec 2p variables, et la proposition est évidente. Nous voyons en 
méme temps que le systéme S, contient une équation de moins 
que S,, et toutes les intégrales de S, sont aussi des intégrales de 
S,. Ces conclusions sont exactes aussi pour une forme de classe 

impaire, puisque dans ce cas S, est identique a S,. 

Dans le cas ot » est de classe 2p + 1, nous avons yu plus haut, 
que si l’on a intégré S, (qui est identique a.S,), il suffit d’une 
quadrature pour achever l’intégration de S,. 

Supposons maintenant que w soit de classe 2p, et que l’on ait 
obtenu les 2p —1 intégrales des équations S,, qui sont indépen- 
dantes de la variable auxiliaire ¢. Faisons encore un changement 
de variables de fagon que ces 2p — 1 intégrales soient précisément 
Yas Yor ---9 Yop—1y Ot. soit 


of) = Vidy, +... + Yop 1 Yop at... + Yidy, 


lanouvelle expression de w apres cette transformation. 
Le systéme S,(4) correspondant doit étre équivalent au systeéme 


Gj = By»... «Ayan = OB, 


en faisant abstraction de la variable auxiliaire ¢. Ce systéme 5,(4) 

doit donc étre vérifié, quels que soient dy,,, ..., dy,, quand on fait 

dy,=0, :.., dyz,_, =0. De plus, puisque dans ce cas 8, est iden- 
= 


(!) Ges équations sont distinctes, car le déterminant des 6; n’est pas nul, 
puisque w est de classe ap, 
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tique AS, ’équation w(!) =o doit étre une conséquence des équa- 
tions dy;==0, ..., dio, 49, ce qui exige que l’on ait Yy,=0, «+, 
Y,,—o0. Les conditions 


bixpd yop +...+ bindyn ew bRapdyop + ... tbrndyn (i [meee 2p—t) 
Ne —— VWa i, A, 4 


devant étre vérifiées quelles que soient les valeurs dedy,,, ..., CYn5 
on doit avoir, pour toutes les valeurs de l’indice 4 supérieures 
a02) 1, 

bin Okh 1 0Yi 1 dYk 

Y; = vor ou = 


Yi dyn Yk Yh 


Ces relations expriment que le rapport de deux quelconques des 
coefficients Y,, ..., Yz,4 est indépendant de Y»,, --.. Yn- 


La forme «(!) peut donc s’écrire encore, en changeant un peu les 


notations, 


OMEN G0 GH, pas eee Gina 


Ya5, oes sXe, epne dependant quelderyay ys, -..5/Yop— an 

Le facteur K ne peut étre une fonction des variables y1, Ya, .--, Yop—4 
seulement, car alors » serait de classe 29—1 et non de classe 2p. 
On peut donc prendre ce facteur K pour la variable y,, par 


exemple, et écrire 
all) = Yon (QUC pian oa Yop-12Y op-1)- 


a , 7 vets ae ges 3 
Les intégrales du syst¢me S, sont évidemment y,, ..., Yop—1 Yop» 
et l’on voit que, dans le cas d’une forme de classe paire, Pintégra- 
tion du systeme S, s’achéve sans aucune quadrature quand ona 


intégré le systéme S,. 
RemargurE I. — Etant donnée une forme de Pfaff w, soit © la forme 


auxiliaire 


X= en410 + dani, 


ou @n41 est une variable distincte des variables a1, ..., 2p qui figu- 
rent dans ». Le covariant bilinéaire ©’ a pour expréssion 


OQ! = xn4410! + daentio— danti(X,dx, + .. + Xndaxn). 


ew, ey oy eae oy | 


CHAPITRE I. — FORMES CANONIQUES. 37 


Le systéme analogue a S2 pour la forme auxiliaire © est donc le sui- 
vant 


Ln4+41(aindx, +... aindxn) — Xidxn+1 0} 
(22) Xda, IP ote. Me Nd Cig ae 0; 
dzxni1 = 0, (2) aah tie Divers, TO) 


et se compose par conséquent du systéme Sy auquel on aurait adjoint 
ne . : oi 
VPéquation dan414 = o. La classe de © est donc supérieure d’une unité 
a la classe de w, ce qui paraissait évident @ priori. 

Les équations du systéme 33, analogue a S;, pour la forme Q, sont 
de méme 

Xi 
Lna-4 


(23) aindx, + eaten aa QindZn —— QD, ( = Tisi:5; ots BHO) 


et on en déduit, par une combinaison facile, 


0 


(23) vw (aida, + ... +aindx,)dxi = 0 = 
fond Pops 
Cela posé, nous avons a distinguer deux cas, suivant la parité de la 
classe de ». Si » est de classe impaire, on ne peut satisfaire aux équa- 
tions de (3) qu’en posant 2 = 0, aida, + ... + aindan = 0; le sys- 
téme 23 sobtient en adjoignant l’équation © =o aux équations de S,. 
Siw est de classe paire,on peut satisfaire aux équations de 23 sans 
supposer 2 = 0, alors la relation précédente (23) donne » = 0, et le 
systéme 23 se réduit alors au systéme S3 


Ode... 22 aipdin dant 
= — > 
Xi Ln+A 


dint+t » 1a place de dé. Ce sys- 
Bn--1 


téme admet, outre les 29—1 intégrales indépendantes de @n-4, une 


ou lon a écrit le dernier rapport 


autre intégrale ot figure xn+1. 


Remargue II. — On a remarqué aussi que les systémes S, et S, 
sont toujours distincts : le premier S; se compose d'un nombre pair 
d’équations, tandis que S, renferme un nombre wnpair d’équations 
linéairement distinctes. Il est évident, d’aprés la signification méme du 


systéme S,, que ce systéme ne change pas quand on multiplie la- 


forme » par un faeteur quelconque K, comme on peut s’en assurer par 
un calcul direct. Nous avons fait remarquer, en effet (page 20), que 
deux éléments linéaires intégraux-en involution de » =o sont aussi 


des éléments linéaires intégraux en involution de l’équation Kw =o, 
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Remargue II. — On peut opérer comme il suit pour avoir l’ordre du 
systéme S, : 


4242 -4- Ks fe ayndaxn pie is anydxy 4- Sats + an,n—1d22n—1 
= Se a 5 
X, Xn 
Xd ey ey a Ky = 0. 


Si on égale les premiers rapports a dé, il faudra chercher le nombre 
des équations linéairement distinctes du systéme 


andr, + ... + aindan — Xidt = o, (e- ==" Tg es rds he) 
Nd) ee eX a0 
ou dx, ...,dx,, dtsont regardés comme les inconnues, et diminuer ce 


nombre d’une unité. Cela revient a chercher V’ordre des premiers 
mineurs du déterminant symétrique gauche 


Git Qa, ..-5 Ain, — Xi 

gy, Qaa5, «-+2 Bing — Xq 
r= 

Gy, Ona, ..+, Onn, — Xn 

xX, Ih e898 aN oO 


qui ne sont pas nuls, et a diminuer ce nombre dune unite. 
L’ordre des premiers mineurs de H qui ne sont pas nuls étant tou- 


jours pair, on yoit bien que Vordre de S, est toujours un nombre 
impair. 


8. Formes de classe 2 et de classe 3. — Si une forme » est 
de classe un, le covariant bilinéaire doit étre nul identiquement, 
puisque le systeme S, contient toujours un nombre pair d’équa- 
tions linéairement distinctes ; w» est donc une différentielle exacte 
df, et, sil’ona pris f pour la variable y, par exemple, ona w= =dy,. 

Si » est de classe deux, le systeme S, ne contient que deux équa- 
tions distinctes et l’équation »oest une conséquence de celles-la. 
Il s’ensuit que tous les déterminants du troisiéme ordre déduits du 
tableau (T,) doivent étre nuls. Si lon prend en particulier tous les 
déterminants du troisicme ordre que |’on déduit de ce tableau en 
associant la derniére ligne 4 deux autres lignes quelconques,. on 


retrouve les conditions de la page 127 des Legons sur les équations 
de premier ordre. : 


Xadir + Xian + Xvani = 0, 
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qui expriment que l’équation » = 0 est complétement intégrable. 
Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes pour que w soit de classe 2, 
car les équations du systtme S, se réduisent A deux équations 
distinctes, et l’on peut évidemment prendre l’équation » =o pour 
Pune d’elles. 

Liintégration de ’équation » = o permet de ramener cette équa- 
tion a la forme canonique y,dy,, et cette intégration par la méthode 
de Mayer exige une opération r. 

Quel que soit le nombre des variables indépendantes, on péut 
aussi employer la méthode de J. Bertrand. Soient en effet y, et y, 
deux intégrales distinctes du systtme S,; on a démontré que lon 
peut, par un changement de variables, mettre » sous la forme 
Yidy, + Yady2, ou Y, et Y. ne renferment que y, et yo, et il suffira 
d’intégrer ensuite l’équation différentielle 


Yidy: + Y,dy, = Oo, 


pour mettre enfin » sous la forme canonique u,day. 

Cette méthode exige les opérations 2, 1 et 1. Elle semble donc 
plus compliquée que la premiére, mais il est a remarquer qu'elle 
nintroduit aucune difficulté étrangere au probleme. En effet, si 
Von a intégré l’équation » = 0, il suffit d’um changement de varia- 
bles pour ramener » 4 une forme canonique y,dy,, et on a immé-_ 
diatement l’intégrale générale y,; = C,, y, = C, du systeme S,. 

_Prenons enfin une forme » de classe 3. Le systeme S; se compose 
de deux équations et le systeme S,de trois équations. Si l’on prend 
pour variables nouvelles Ys) Ya deux intégrales distinctes de S,, 
» prend la nouvelle forme | 


ie 3) = Vidy, a Yody2 at dys, 

y, étant une variable distincte des deux premiéres qui s’obtient 
par une quadrature (n° 5), et Y;, Y, ne dépendant que de y, yp. 
Lintégration de l’équation du premier ordre Y,dy, + Y,dy, =o 
permet enfin de ramener » a la forme réduite 

Zo + dys, 

£1, 2» Y, étant trois fonctions distinctes des variables x;. Cette 
méthode de réduction exige les opérations 2, r, une quadrature et 


une autre opération 1. 
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Prenons par exemple une forme a trois variables 7, 22, £3, 
wo =X,dax, + X,dx, + X,dz; ; 
le covariant bilinéaire est identiquement nul, si l’on.a a la fois 


é Ne aX, dX; OX; 22 
cy NS 7, De eee G —~$__ 1 — 9, 


ax dary I; Ie "day 0a03 


et » est alors de classe un, » = dy,.Si le covariant bilinéaire n'est 


pas nul, le systéme S, se compose des deux équations 


dx, dx a dxs 
DX yal Ngan OO aneM MONG UCU ne Nts 
023 0.02 OL, 023 aLe OL 


pour que w soit de classe deux, il faut et il suffit que l’équation 
w =o soit une conséquence des relations précédentes, c’est-a-dire 
que lon ait 


, [doXe ox. ; oX3 OX, 2 ADK aX 
7 oe + X, ge mae) + X, ee Oy 
da, date da, aL eg) OR 


Nous retrouvons la condition classique Vintégrabilité, 

Prenons le cas général ott » est de classe trois, et supposons que 
Von ait obtenu une intégrale particuliére du systeme S,. On peut 
faire un changement de variables tel que, pour la nouvelle forme 
wo = Y,dy, + Y.dy2 + Y;dy;, y, soit une intégrale particuliére du 
systéme correspondant S,. Il faut pour cela que I’on ait, 


dY,  2Y3. 
dys  dYyo” 


en posant 


s = | Y.dy. + Y3dys, 
on peut encore écrire 


ou 
ay Sache Je NG, 2 dy, == Oe ok vdy,. 
oY 
Cette méthode, qui sera étendue plus loin 4 une forme quelcon- 
que de classe trois, exige seulement une opération 2 et une qua- 
drature. 
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9. Formes canoniques. — Les résultats des paragraphes 
précédents peuvent étre résumés comme il suit : 

1° Etant donnée une forme de Pfaff w de classe 2p + 1, on peut 
la ramener a la forme 


@2n 44 —= Mon + CAL Bye te 


. 


©», tant une forme de classe 2p, ott figurent seulement 2p varia- 
bles, et la variable u,,,, ne figurant pas dans 2, Cette réduction 
exige l’intégration du syst¢me S,, puis un changement de varia- 
bles ou l’on prend 2p intégrales distinctes de S, parmi les nou- 
velles variables. Ces 2p variables sont celles qui figurent dans Oops 
Quant 4 w,,,,, on la détermine par une quadrature, et cette fonc- 
tion nest pas completement déterminée, car on peut lui ajouter 
_une fonction arbitraire des 2p variables qui figurent dans 2 


2p 
condition de modifier en méme temps les coefficients de cette 


PS 
,a 


forme. 


2° Une forme w de classe 2p peut étre mise sous la forme 


en = Ugo 4 


9), tant une forme de classe 2p —1 ot figurent seulement 
_ 2p —1 variables, etla variable a2, ne figurant pas dans »,,_,.Cette 
réduction exige l’intégration du systeme S,, puis un changement 
de variables ou l’on prend 2p— 1 intégrales distinctes de S, 
parmi les variables nouvelles. 

Le coefficient w,, se détermine sans aucune quadrature, eton peut 
multiplier ce coefficient par une fonction arbitraire des variables 
qui figurent dans »,,_,, 4 condition de modifier en méme temps 
les coefficients de cette forme. 

Il est facile de déduire de ces propositions l’existence d'une 
forme canonique pour une expression de Pfaff. Supposons, pour 
fixer les idées, que » soit de la classe 2p + 1 ; apres une premiére 
transformation, nous pouyons écrire 

o> Hon a5 Atty, «4 ; 


la forme w,, de classe paire peut a son tour s’écrire 


2m = Ugn ap 4) 
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Wop, Ctant une forme de classe 2p — 1 ou figurent 2p—t variables 
seulement. En continuant ainsi, on a une suite d’égalités 


9p -44— Wan + Ole ® 9% SS Uo %on—19 
®or+1— Wap 4- Oltispstss Wor — Uarwoar—15 
3 = we a du, We == Ug,, 
6, == dui: 


95 Mgy4> ++74°3> 2, , SONt des formes de classe marquée par 
indice, et, d’aprés la fagon méme dont on obtient ces égalités, les 
variables uy, .4, Wop, --+, U, sont indépendantes, puisque la varia~ 
ble u; ne figure dans aucune des formes d’indice inférieur a 7. 

En éhiminant ,, w2, ..-, we, entre ces relations, on obtient pour 


; : 
@op4, / expression 


®on4+4 — Aen + ra Uy Moy 4 
FAR ORM HOE, arya wero Ge eer, Va Ue UPON 


ou, plus simplement, en changeant de notations, 
Oey an == M1dys + Seyy + ... + 2,045 + LY a i19 


Yrs Yor ---y Yprir Zr Zor +++) Zp formant um systéme de 2p-+ 1 fonc- 
tions distinctes des variables primitives. 

On verrait de la méme fagon qu'une forme de classe paire oy, 
peut ¢tre ramenée a la forme canonique. 


OTe AC) he a PCRs en aa 
Ys +++) Ys 24) +++) Zp formant un systeme de 2p variables distinctes. 

Les résultats démontrés plus haut (n° 2) se trouvent ainsi éta- 
blis de nouveau. et d’une fagon beaucoup plus complete. 

Nous avons yu déja comment on peut déterminer la classe d’une 
forme, et par suite le type auquel elle peut étre ramenée. La démons- 
tration précédente donne en méme temps le moyen, au moins en 
théorie, d’effectuer la réduction, par des intégrations successives 
de systemes complets et des changements de variables. Remar- 
quons que toutes les formes successives que l’on rencontre, a partir 
de la seconde, sont des formes ordinaires, dont la classe est égale 
au nombre des variables qui y figurent. 
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Puisque deux formes de méme classe peuvent étre ramenées & 
une méme forme canonique, on peut toujours passer de l’une a 
Yautre par un changement de variables. Le seul invariant d’une 
forme de Pfaff, vis-a-vis du groupe des transformations ponc- 
tuelles les plus générales, est la classe de cette forme. 

Les propriétés des systémes S,, S,, S,,S, deviennent intui- 
tives sur les formes canoniques. Pour une forme canonique d’ordre 
impair, ona 


O'oprs = A2,8y, — dy.dz, + dz,dy, — dy,dz, + ...; 
les systémes S, et S, sont formés des 2p équations 


= 0, NG ml arn 22, 10, 


Oy OW af OLU. 


p 


Les systémes S, et S, s’obtiennent en adjoignant aux précédentes 
"equation dy, 4 = 0. 

Dans le cas d’une forme canonique d’ordre pair, w’,, a la méme 
expression que tout a l'heure ; S, et S, sont formés des 2p équa- 


tions. 
dy, = 0, ..., dy, = 0, dL Ont AE 0} 


tandis que S, et S, sont formés des 2 p —1 équations 


dz, Zo Ole 
d 14 AR d sa) ——._ = —_ = .,. —— 
4 y see9 AYy ’ a mi Zp? 
y foe BS. ] Zz £) 
et admettent les 2p — 1 intégrales y1, Yo, ~--» Ypy — 9 «0 
. ~1 ~1 


Exempce I. — Soit 
@ = @,03dX2 + 0, Xedx3 + (a, + L305) dx, + yx dx. 
Les équations du systéme S, se réduisent a quatre 
Che, =O (hei On eh peaeks — Oy Minibar eee 


et » = oen est une conséquence. La classe est done égale a 4. 
Le systéme 8; se compose des trois équations 


da, _ dx; _ xedx, — x dx, — xr,dx; 
EEN ay 5 Se el 


dx, + Cedacs -- daz = 0 
48 2 ala 3 =F 4 5) 4 3 WX 


F 2 OLE X3 
et on voit facilement trois intégrales ae LeXet- Ly, LyLey. 
i} 


<i 
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Ly ; = 5 
Posons 3 = y, LyXH3 + = Yo, LyLy = Ys, et prenons un nouveau 
V4 


systéme de variables 2, 12, Yi, Yo, Ya3 @ devient 
w = a, (dy, + yidys). 


Comme on le savait a priori, la forme dys + yidys est de troisiéme 
classe, mais il est inutile de continuer le calcul, puisque cette forme 
est canonique. En revenant aux premiéres variables, on obtient l’expres- 
sion facile a vérifier 


@) == ad (Gan + H.XL3) + 031 (L4Ls). 


Exemp_e IJ. — Soit 
@ = wedary 5 agdire + a7dx3. 


La classe est drois, etle systéme de Pfaff se compose des deux équa- 
tions 
d(x2— #3) __ d(x3-— x4) __ d(x, — 72) 
Le X3 Ly ; 


d’ou lon tire les intégrales 22 — a; = yo, 3 — Ly = Ys. 


Si on prend 21, yz, y3 pour variables, il vient en effet 


od laa +2, (Y2+ ¥ »| + ysdye . 


2 


Exempce Il. — Soit 
o = asd, + £,dx_ + Lyedx3 + X3da, + 14dx3. 
La classe est cing, et le systéme S3 donne Jes quatre intégrales 
Lig tL Yane g Bal— OC Ad 35 AOE Ot en au 


Si l’on exprime » au moyen de &,, Ya, Y3. Ys, Ys, ON trouve 


Fea 2 : 
o=d lee: +L, (Y2+ Ys + Yet ys) | + yodys + ysdyg + Ysdys- 
La forme 
wo) = yodys + ysdy, + y,dys est de classe quatre, 
et l’on va voir, a ’exemple suivant, comment on la raméne a une forme 
canonique. 


Exempce IV, — Soit 


® = 2,dr+ radexz + x3dx,. 
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Oo 7 oO oO 


; ; i 0) =k atte 
Le déterminant A = act hee tae ; est différent de zéro, 
Oar sto 


Le systéme S, est 


XL3 Le 


en prenant les nouvelles variables y,, Ys, 3, 24, on a: 


_ vA , he 

is _ & 

ys SAY ge Pa, Mg Ya = ge v5 
Ya , 

et » devient 
Di 
= Cr Ye yr yy —— dy 
2 


1% 
is 

8 

rs 


+ ye 


- Sys aes ( ss a ae | tye # dx, 


Dh 104 Dh 


= yiyre 2 dys + yre yp dy; = ye (dy 4 Ags dys), 
Y2 


ce qu’on peut écrire 2ofy2 + 23dY3, 22, 23, Y2, ys formant un systéme 
de quatre fonctions distinctes. 


- 40. Formation des systemes de Pfaff successifs. — La 
méthode de réduction précédente exige lintégration successive des 
systémes de Pfaff associés aux formes intermédiaires que lon 
- rencontre dans la réduction. En utilisant la classification des inté- 
grales due & Cauchy; G. Darboux (') a montré que l’on pouvait 
écrire ces systemes de Pfaff successifs d’avant d’avoir effectué 
aucune intégration, pourvu que l’on choisisse convenablement 
les nouvelles variables. Supposons, pour fixer les idées, que soit 
une forme de classe 2p a n-variables 2,, 1, ..., Z,- Le systeme 
S, correspondant admet 2p — 1 intégrales distinctes ; il y a done 


(!) G, Darsoux. Sur le probléme de Pfaff (Bulletin des Sciences Mathémati- 
ques (4882), pp. 30-34). 
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toujours n — 2p + 1 des variables x; au moins qui ne sont pas des 
intégrales de ce syst¢me. 

Pour fixer les notations, nous supposerons que Ly_, Loy 445 +++) Ly 
ne sont pas des intégrales de §,, et nous désignerons par u; |’inté- 
grale du systeme S, qui se-réduit a x(t = 1, 2, ..., 29—1) quand 
on y remplace 2X, par X95, Loy44 PAT Donia, ---s Ly Par L°,,, D%o,, 
Don yiy oe) ©, Ctant un systeme de constantes numériques. Si lon 
prend pour nouvelles variables u;, U., ..-) Uyp_4) Lop; -++) Ly, OD 
avu plus haut que l’on a une identité de la forme 


n 
o= > Xidaj = K[U,du, 4° Usd, -'-:. Us, digs 


pl 


U,, U,, ..., Up», ne dépendant que de a,, uz, ..., Ugp_4- 

Le facteur K n’est pas completement déterminé, car on peut le 
diviser par une fonction arbitraire de w,, uy, ..., Uzp_,, a condition 
de multiplier les coefficients U; par laméme fonction. 

On peut profiter de cette indétermination pour supposer que ce 
facteur se réduit 4 l’unité quand on faitx,, — 2°,,...-, L, == 2.5 
en effet, s'il se réduit a une fonction Y (wy, U,, ..., Uap) _4)) 1 suffira 
de le diviser par Y. Ce facteur K étant choisi de cette fagon, faisons 


maintenant 
a 0 ke i) 

By Ele ery Log — al 
dans: Pidentité précédente!; on a dx, ¢—0, <.., "da, —= 10 rek 
Uz, ..., Usp, Se Téduisent respectivement a.2,, Xe, ..., Lap, Cette 
identité devient donc . 
2p-4 Qp—1 

Emit 0) HW oecye) oo 
~ IX FADS haces las atny CO genta = oat yg) Oa fea > Ui 215+) Lop. ALi. 
i=1 i=1 
On a done 


13 (acy, D2, 004 oda) == Xi(X,, 24 very Kon 4 ; Dons Bieiely eal 
ou encore 


. 5 ~~ : ae e 
Ui (Uy, a, -.6) Upp 1) = Xi(U1, Way .--) Wap_4 3 Hyp, ---) L2,) 


(C =a, 2; 52, apa), 
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ce qu’on peut exprimer comme il suit: La nouvelle forme Ceo 
obtenue apres la premiére transformation, 


Won—1 = U,du, a eee + Uspeiddsn 
se déduit de la forme 
NGA st Bape O05 gy 


en y remplacant xj par ui (U=1, 2, ..., 2p — 1), X, par 
iain a9 Ly PUN L,.. 

De méme, si est une forme de classe 2p + 1, le systéme S, 
admet 2pintégrales distinctes, et on peut supposer que ,, ,,, ..., Ln 
ne sont pas des intégrales de ce systéme. Soit, comme tout A l’heure 
uj une intégrale du systéme S, se réduisant & x; pour 22,,, = 
Tepes «+9 Ln = Ln (t = 1, 2,..., 2p). Si l'on prend pour nou- 
velles variables w,, Us, ..., U2 L2p445 +++ Ln, ON est conduit, comme 
on l’a vu au n°5 , a une identité de la forme 


n 
» Kida; = dU + Urdu; + ... + Usyday,, 


as 


U,, Us, ..., Us, ne dépendant que des variables w;, wa, ..., ry. 

La fonction U n’est pas complitement déterminée, car on peut 
lui ajouter une fonction arbitraire de u,,..., U2», a condition de 
modifier convenablement les coefficients U;, et on peut profiter de 
cette indétermination pour choisir la fonction U de fagon qu’elle 
soit. identiquement nulle quand on y fait 2.4) Doni, >> 
ee 

Si lon remplace maintenant 22,,,, ...,.2n par les constantes 
numériques £°,,,4, ---, 2°» dans les deux: membres de l’identité 
précédente, elle devient 


2p 2Qp 
: \) / . 
2 OG Tare ers lp GEO bounty Oe AS Ula, -. 6, Ley ALi, 


tz=4 eal 


et on en conclut comme plus haut que /a forme de Pfaff. 
Og, = U,du, + Urdu; + ...'+ U, day, 
obtenue apres la premiére transformation, se déduit de la forme 


X,dx, +... + XeyALs, 
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en y remplagant &, PAP Wy, +++) Lay PAP Urp, Lop 44, PAP Hany stoi doar 
Lp par Ln. 

On verra un peu plus loin (Chap. Il, n° 48) une application 
importante de cette propriété, 

41. Rang d’une intégrale de S,. — Nous allons maintenant 
exposer des méthodes de réduction qui exigent beaucoup moins 
Vintégrations que la méthode générale qui précéde. On peut les 
rattacher d’une fagon trés simple 4 la notion du rang d'une inté- 
grale du systeme S,. Nous démontrerons (@abord un lemme surles 


systemes d’équations aux différentielles totales. Soit 
(24) Anda, + Arcdx, +... + Aindxn =0 (US Sen 2, ee OD) 


un systeme de m ¢quations aux différentielles totales, compre- 
nant r équations linéairement distinctes (r<m), formant un 
systéme complétement intégrable. Pour que x, soit une intégrale 
de ce systéme, il faut et il suffil que les equations obtenues en 
remplacgant x, par une constante et dx, par zéro dans les équa- 
tions (24), se réduisent a r — 1 équations distinctes. 

En effet, si les équations (24) forment un systeme compléetement 
intégrable de r équations seulement, dont x, soit. une intégrale, ce 
systeme est équivalent a un systeme de la forme 


Op Op ert Of di Onn, Ode =O, 


et le premier membre de l'une quelconque des équations (24) est 
une combinaison linéaire de df, d/o, ....dfr_1,dx,. Ce systeme 
necontient done que r— 1 équations distinctes quand on y rempla- 
ce £, par une constante, et dx, par zéro. Inversement; si les 
équations (24)se réduisent a r —1 équations distinctes quand on 
y fait 2, =C, dx, =o, il faut évidemment que les r intégrales 
distinctes /,, ...,,fr du systeme (24) se réduisent A r--1 fonctions 
distinctes quand on suppose x, constant, c’est-a-dire que 2, soit 
une fonction de ces 7 intégrales. 
Cela posé, soit » une forme de Pfaff 


— Kida; 


i=1 
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si Yon remplace dans cette expression x, par une constante, 
@ailleurs quelconque, on doit remplacer dx, par zéro, et lanou- 
velle forme de Pfaff 

oll) —= X,dax, + eee a XG denn 


oua, est regardé comme un paramétre dans Xa, ..., X%, peut étre 
d’une classe inférieure & celle de ». Cherchons d’abord dans quels 
cas cela peut arriver. Soit c la classe de w: c’est aussi le nombre 
des équations linéairement distinctes du systéme S,, 
AOD pen tsp Cinder == iO (PEA, 2h yA! Tb) 
: Xidze, we Xpdxn = 0. 
La classe c() de «(t) est de méme égale au nombre des équations 
linéairement distinctes du systéme 
a Ayxdx, + ... cts end == ioe CE 2s Ou eck), 
*  Xodaxq +... + Xndan =o; 
Ce nombre cl!) est au moins égal 4 ¢ — 2. En effet, si l’on avait 
3, le systeme obtenu en faisant dx, = 0 


par exemple ci!) = ¢ 
dans les équations de 8S, comprendrait au plus ¢ — 2 équations 
distinctes, puisqu’on obtient ce syst¢me en adjoignant une équation 
au systeme S,). Or ceci est impossible, puisque, par hypothése, le 

_systéme S, se compose de ¢ équations distinctes..L’abaissement de 
la classe, quand on passe dew 4 (4), est donc au plus de deux 
unités. 

Il y a certainement un abaissement de la classe si x, est une 
intégrale du systeme S2. Dans ce cas, en effet, d’apres le lemme 
précédent, les équations obtenues en faisant dx, o dans les 
équations de ce systtme se réduisent & c — 1 équations distinctes. 
Les équations du systéme §8,(!), qui font partie des précédentes, 
comprennent donc au plus c— 1 équations distinctes. Pour démon- 
trer la réciproque, nous examinerons séparément les formes de 
classe impaire et les formes de classe paire. 

ret Cas. — Soit » une forme de classe 2p +1. Le systéme 8S, 
contient 2p + 1 équations distinctes, tandis que, par hypothése, 
le systtme S,() en contient seulement 2p—r1 ou 2p. Si Sol) ne 
contient que 27 — 1 équations distinctes, le systeme 5,1) 


(SM) aed, +... + Ghnditnp==0,. (k= 2,3, ..., ), 
k 


G. Lecons. 
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qui comprend toujours un nombre pair d’équations linéairement 
distinctes, se réduit foreément A un systéme de 2p —2 équations 
linéairement distinctes. En faisant dz, =o dans les équations de 
S,, le systeéme obtenu contiendra donc moins de 2p équations, et 
par suite x, est une intégrale du systeme S,. Inversement, si ©, 
est une intégrale de S,, le systeme §,"), qui contient moins de 2p 
équations distinctes, en renferme 2p—.2, et le systéme S,1) en 
contient 2p — 1. 

Supposons en second lieu que le systeme S,() contienne 2p 
équations distinctes ; le systeme S,(!) en contiendra lui-méme 2p. 
La forme «() étant de classe paire, la derniére équation de S,") est 
une conséquence des équations de S,“). Il en est de méme de 
Véquation 

Cup0KOy Je 5 5 2 Gy ah) Ws 


En effet, puisque les formes linéaires ajodx2 + ... + Gindxn, 
oui > 1, sont des combinaisons linéaires de 2p d’entre elles, les 
formes hnéaires aj,d207 > G@j.d25- ... +- ai,02,,,00. 1. a, Com 
prennent au moins 2p formes linéairement distinctes ; elles ne 
peuvent en contenir davantage, puisque le systeme S, ne comprend 
que 2p formes linéairement distinctes. Il en résulte que l’équation 


BoD, + aierte + Onin == oO 


est une conséquence des n —1 derniéres équations de S, et, 
‘comme elle ne contient pas dx,, elle est une conséquence des 
équations de S,(1). Le systeme obtenu en faisant dx, —=o dans les 
équations de S, se réduit donc 4 2p équations, et par suite x, est 
une intégrale de S,, mais ce n’est pas une intégrale de S,, comme 
on vient de le voir. Dans le cas actuel, S, est identique 4 S,, et on 
peut énoncer la proposition suivante : 

Etant donnée une forme w de classe 2p + 1, pour que la classe 
de la forme w\!), déduite de wen y remplagant x, par une con- 
stante quelconque, soit\inférieure a2 p+ 1, i faut et il suffit 
que x, soit une intégrale du systéme S,. Si x, est une intégrale 
de S, sans étre une intégrale de S;, w) est de classe ap ; si x, est 
une intégrale de S,, w(t) est de classe 2p — 1. 
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2° Cas. — Soit » = X,dx, + ... + X,dz, une forme de classe 
2p, et supposons que la forme 


4) 

ow!) = X,dx, +... + Xdzx,, 

ou x, est regardé comme un paramétre, soit de classe inférieure 
a ap. La forme auxiliaire 


Q = Fqy4 (Ryda, +... + X,dax,) + dra 


« 


ou x,,, est une variable distincte de x, x2, ..., x, est alors de 


n? 


classe 2p + 1, tandis que la forme 
QO) = a, ,,(Xoda. + ... + X,dx,) + dx, 4 


est de classe 2p ou 2p —1 (Voirn® 7. Remarque). 

Cela étant, appliquons le résultat qui vient d’étre établi pour les 
formes de classe impaire 4 la forme ©. D’aprés ce résultat, pour 
que (4) soit de classe inférieure a 2p + 1, 11 faut et il suffit que x, 
soit une intégrale premicre du systeme %,, analogue a S,, pour la 
forme 9; ce systéme est ici 


aidx, + ..2 + anda, =o, (Gee Tye a st 22) 
X,dx, aa siisiie + XjaAen — 0, 


AL, i SG) 


la variable auxiliaire x,,, ne figurant que dans la dernicre équation, 
pour que x; soit une intégrale de ce systéme, il faut et il suffit que 
a, soit une intégrale du systeme formé par les n + 1 premitres 
équations, c’est-a-dire du systeme S,. 

Pour que o) soit de classe 2p — 2, il faut et il suffit que alt) soit 
de classe 2p —1, et par suite que x, soit une intégrale du sys- 
téme %, analogue a S, pour la forme © ; ce systime est ici, puis- 
que w est de classe paire, 


ainda, + ....+ aindan _ dxn+4 
Xi Ree ee 


> 


c’est-a-dire qu’il est identique au systéme S, associé a la forme o, 
si on fait abstraction du dernier rapport ou ne figure que la 
variable auxiliaire. 

La conclusion est la méme que pour les formes de classe 


wo 


. 
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impaire ; et, d'une maniére générale, la classe sabaisse d'une 
unité quand on passe de @ wo) si a, est une integrale de S, 
(sans étre une intégrale deS,), et de deux unités si x, est une 
intégrale de Sz. 

Nous dirons dans le premier cas que x, est de rang un, et dans 
le second cas que 2; est une intégrale de rang deux. 

Ces propriétés sont faciles & vérifier sur les formes canoniques. 
Soit 

Oe 54 HdYyi eee EA DY ne: 

si l’on remplace y,,, par une constante, la nouvelle forme est de 
classe 2p. La classe s’abaisse de deux unités si l’on remplace 7; 0u & 
par une constante ; si lon suppose par exemple s;—= C, on peut 
écrire @y,., + Cidyi = d(yp4, + Ciyi) et, au lieu de trois varia- 
Yiy Zis Yor, ON N’en a plus qu’une y,,, + Ciyi. 

Prenons encore une forme de classe 2p. Si l’on suppose y; = C, 
la classe s’abaisse de deux unités ; elle s'abaisse d’une unité seule- 
ment, si l’on suppose gj==C. Mais elle s’abaisse aussi de deux 


unités si ’on suppose le rapport 2 égal & une constante C, car on 


= 


peut alors écrire 
£,dy, + 22dy2 = 2,d (yi + Cys), 


et, au eu de quatre variables y,, y,, 2,, 22, on n’en a que deux, g, 


et y, + Cys. ~ 


. 


12. Nouvelle méthode de réduction.— La propriété précé- 


dente des intégrales du systéme S, conduit & une méthode de 
réduction plus simple que la premiére. Soit 


Gt NG Qo yest= mcrae en ae 


une forme de classe 2p + 1. Supposons que l’on ait obtenu une 


intégrale w, du systtme S; correspondant; si l’on fait un change- 
ment de variables de fagon que uw, soit une des nouvelles variables 
indépendantes, en prenant par exemple pour variables, w,, £2, ..., Ly, 
Vexpression de w devient 


Oo = U,du, + X,Vdx, + Silo + X,,daz,,,5 
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7 t . 5 . 
U,, Xs), ..., X,“) étant des fonctions des variables Dist arsdtee sy Oe 
D'aprés ce qui vient d’étre démontré, la forme 


n° 


of) = Xda, +... + X,(dz,, 


ou u; est regardé comme un paramétre, est de classe 2p—1. 
Soit uw. une intégrale du systeme de Pfaff correspondant 8,1), qui 
est d’ordre 2p — 2; cette intégrale dépend des variables x4, ..., Ln, 
et aussi en général de uw, qui y figure comme paramétre. Prenons 
pour nouveau systeme de variables u,, x3, ..., 2, au lieu de 
(Hq, --., Ln); il faudra pour cela poser 


) ipsa ell ieUay digs ‘ach ln) - 
En faisant ce changement de variable dans la forme « elle-méme, 


on doit remplacer dx, par 


=F du, ai. of duty + 50 dex, Jey eee af acnn 


a 
Ou, Oly Onc 


et w devient 
wo = U,''du, + Up“du, + X,2dx, +... + Xr@dz,, 
tandis que »(4) a pour nouvelle expression 
o3) = U,“du, + X,@da, +... + Xn@dzx,. 


Si dans cette forme o(!) on regarde uz comme constant, ainsi 
que u,, la forme 
o(2) = X3\) dx, fo... + X,A%dxn, 
ou u, et une figurent que comme paramétres, est de classe 2p — 3. 
Soit uw, une intégrale du systeéme S,() correspondant, qui est 
d’ordre 27 — 4. Un nouveau changement de variables permet 
d’écrire » sous la forme 


wo == U,@du, + U2%du, + U;?du; + o®), 
ou (3) est une nouvelle forme 
(3) — X, dx, + eee 4+. Xp%dxn 


qui est de classe 29 —5 quand on regarde wy, u,, u, comme des 
paramétres dans les coefficients. En continuant ainsi, au bout 
‘ 
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de p transformations de ce genre dont chacune diminue la classe 
de deux unités, on aura pour » une expression de la forme 


i) == U, du, +- U,?)duz +... + U,?)du, + oP), 


Uy, U2, ..., U, étant p variables indépendantes, U,”), ..., U,?) des 
fonctions de ces p variables et de n — p variables x;, et w(?) une 
forme de classe un, quand on y regarde w,,..., 7, comme des para- 


métres. On a done 


alah = i DUP += dity), 
1 p 


la fonction V se déterminant par une quadrature, et on voit qu’en 
modifiant un peu les notations, l’expression obtenue pour » peut 
s’écrire 


= 2,dy, + zody,+ ... + 2 dy, + dipii; 


6) 


la forme » se trouve ainsi ramenée a une forme canonique, et cette 
réduction exige les opérations 2p, 2p —2, ..., 2, et une quadra- 
ture, avec des changements de variables. 

La méthode est la méme pourune forme de classe 2p. La réduc- 
tion a une forme canonique exige les opérations 2p —1, 2p— 3, 
wo, 3, 1, et des changements de variables. 

On a intégré par la-méme les systtmes 8, et S, relatifs ala 
forme ». Nous avons supposé, pour simplifier, que dans chaque 
changement de variables, on conservait toutes les variables indé- 
pendantes 2;, sauf une, qui figuraient dans la forme d’ou l'on part. 
Mais il est clair que cette hypothése n’est nullement nécessaire ; 
l’essentiel est de prendre une intégrale du systéme S,() auquel on 
est parvenu pour l’une des nouvelles variables. Remarquons encore 
que, quand on passe d’une forme » a la suivante, la classe diminue 
de deux unités, mais le nombre des variables qui figurent dans la 
nouvelle forme n’est pas forcément égal a la classe, comme il 
arrivait dans la premiére méthode de réduction, 


Exemp.e I. — Reprenons la forme considérée plus haut 
@ = L,L3dx2 + LyLedxz + (x, + Lyx5)da, + wa, ,dx, 


qui est de classe guatre. Dans la nouvelle méthode, on n’utilise qu’une 


CHAPITRE I. — FORMES CANONIQUES. 55 


des intégrales du systémeS; ; posons, par exemple, x, = 2gu,. L’expres- 
sion de » devient 


® = U,037dr2 + Lexrgudax, + x5 (u, + 2y)dx,+ x,x,dxz, 


d’aprés la théorie générale, si on considére wu, comme un paramétre, 
cette forme w est de classe deux, et par suite l’équation obtenue en 


Végalant a zéro est complétement intégrable. On vérifie en effet immé- 
diatement que l’on a 


O = Bd > WU, Lol, - L,0e 1 Ux, ., 


en regardant toujours uw, comme constant, et par conséquent, si Von 
considére aussi uw, comme variable, 


o= xd UpLyXy - Lys - UyLy — 2(L, + Lox,)du, ; 
au moyen des variables primitives, » aura l’expression 


HL, 4 


+ LyLs + Wye — (Lyx, + Laxz") d a , 


(i) asd 
un peu différente de celle quia été obtenue plus haut (no 9, Ex. I). 


Exemp.e IJ. — Soit 
@ == 2yda, + aydae + xodax3 + x,dx, + x,dx, 


qui est de classe cing (n° 9, Ex. III). On a vu que 7.— a, était une 
intégrale de S;; posons 2; = 22 + wy. La forme » devient 


wo = a,du, + ol), 


lt) = (uy + &2 + w5)dxe + xodax3+ x dx, + x,dxs. 


Conformément a la théorie générale, la forme w!) est de classe érots, 
quand on y regarde uw, comme une constante, et le systéme S3") corres- 
pondant admet les deux intégrales 2, — x2, x; — x3. Pour continuer 


 Vapplication de la méthode, posons x, = ®2 + up; w(t) devient 


colt) —-agdu2 + wl), 


ou l’ona posé 
col) = (uy + xe + x3 + H5)dx2 4+ Lodary + (L2 + U2) dz. 


Cette forme (2) est bien une différentielle exacte 


Xo? 
d (= + £o%3 + 05 + Holy + 2411), 
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quand on regarde uw; et u, comme des paramétres, et, si uw, et wz sont 
considérés comme des variables, on a 


Go" : 
eM Ns LoL + Ley + Ly, |} — Leduys— Xsdup. 
2 3 


(4) = a 


Eo remplagant uw, et uy par leurs valeurs, on trouve successivement 


wl?) = d [ 2.0 + 4X, + LeH3 — =| + aed (x2 — x1) + x,d(x2— zy), 


col!) = wl) + agd(x, — 2), 


et enfin 


wo = wl) + xyd (xa, — x2) + x3d (ay — x2), 


ou 


2X2? 
oad | exes + Drs + Hex, — 3 | 


+ (L2— 2g) d (x2 — x) + (#3 — X5)d(x, — x2). 


Une forme w, de classe supérieure aun, peut étre mise d’une infinité 
de maniéres sous forme canonique ; connaissant une de ces formes 
canoniques, on peut en déduire toutes les autres par une transformation 
de contact (Legons, chap. X, n°s 78 et 80). 


-Exercices 


Ramener a une forme canonique les expressions suivantes : 


LeL3AL, + 13 (x4 + My + wy )dX. + 22%, + 13 + x,)dr34+ Xar,dx, 


(Lo + Lebar, + (x3 + 14) dx2-+ (4%, + Ls)dx3 + 
(@s + X)dcy + (Lo + X1)dxs + (4 + %a)dary, 


xodx, + x3 + dxyr,dx3+ 2,dx,+ x ,dx;+ xdxr,, 
x dx, + 20,dxz+ x,dx3 + 203dx, 


xredx + 32d x9 + x 2dirg 


CHAPITRE II 


INTEGRATION D’UNE EQUATION DE PFAFF 


13. Classe d’une équation de Pfaff. — Quand on multiplie 
une forme de Pfaff » par un facteur k, fonction des variables qui 
figurent dans », pouvant aussi renfermer d’autres variables, la 
classe de la nouvelle forme Kw peut étre égale, supérieure ou infé- 
rieure a celle dew. On le voit immédiatement si » est ramené A 
une forme canonique ; si » est de classe paire 2p et a pour forme 
canonique 2,dy, +... + £,dy,, il est clair que la forme K(z,dy, 
+... + 2,dy,) est au plus de classe 2p, mais elle peut étre de 
classe inférieure a 2p, si l’on prend par exemple K = =, Sie est:. 

Ta 
de classe 2p + 1, et a pour forme canonique z,dy,+ ... + £,dy, 
+'dy,.,, lest évident que la forme K[z,dy, + ... + 2,dy, + dyy.\| 
est au plus de classe 2p + 2, quelque soit le facteur K. Il résulte 
de la que, quel que soit K, la classe de Ks ne peut dépasser la 
classe de » de plus d’une unité, et cela ne peut avoir lieu que si » 
est de classe impaire. 


La classe de Kw ne peut non plus étre inférieure de plus d’une 
P I 


unité a celle dew, car la multiplication par g augmenterait la 


classe de Kw de plus d’une unite. 


Nous appellerons classe de l’équation » =o la classe de la 
forme Kw qui est la plus petite possible quand on prend pour le 
facteur K une fonction arbitraire différente de zéro. Cette classe y 
est toujours un nombre impair. En effet, si Keo est une forme de 
classe paire, ayant pour forme canonique 


Kae 2,dy7 02.5 2,4Y,, 


Pa 


Kk . : 3 
—w sera une forme de classe impaire 2p — 1. 
4) ss 
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Puisque la classe de » ne peut diminuer de plus d’une unité 
quand on donne au facteur K toutes les formes possibles, il s’en- 
suit que si » est une forme de classe impaire 2p + 1, la classe de 
Péquation » = 0 est égale a la classe de la forme » elle-méme, 


x 


— Cc. 
Au contraire, nous avons remarqué tout a Vheure qu’en multi- 

pliant une forme de classe paire 2p par un facteur K convenable- 

ment choisi, on abaisse la classe. Par suite, s¢ est une forme de 

classe paire 2p, la classe de 'équation » = 0 est égale a 2p — 1, 

y=c—l. 

Si on écrit la classe y = 2m + 1, le nombre m est égal a p pour 


une forme » de classe impaire 2p + 1, et &p —1 par une forme de 
classe paire 2p. 

Pour trouver toutes les multiplicités intégrales d'une équation 
de Pfaff a 


membre par une fonction arbitraire K des variables qui y figurent, 


o, il est évident que l’on peut multiplier le premier 


et il est naturel de choisir ce facteur K de fagon que la nouvelle 
équation Ks = o renferme le plus petit nombre de variables pos- 
sibles. C’est ainsi que la notion de classe d’une équation de Pfaff 
s'introduit d’elle-méme dans la question. 


Lenombre77 3. — : ae est égal au plus petit nombre de dae 


ferentielles que l’on puisse laisser dans l’équation » = o par tous 
les changements de variables possibles. En effet, supposons que, 
par un changement de variables convenable, on ait mis » sous la 
forme . | 


(1) ei UO, oe en 


aucun des coefficients U; n’étant nul. Il est clair que l’équation 
» = o est équivalente a |’équation 


du, +5 dat + aa e + jf dur 


dont la classe est au naire ar — 1. Ona donc y < < af — 7,60) par 


eae 


suite r S 4 4 


Nous Tell qu'une équation » =o est ramenée a la forme eano- 
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nique lorsque, dans cette équation, ne figurent que ~ s L=m+1 


différentielles, y étant la classe de cette forme. Si, par un change- 
ment de variables convenable, on a mis w sous la forme 


(2) aa= Yidy, +... +Y¥,dy, + Yrrr@ moar 
l’équation » =o peut s’écrire, en divisant tous les coefficients par 
Masel? 
(3) PAY esha tt SOU dy f= '0 
of 

ay (hee tee RAN ONE 


et l’on est ramené dans tous les cas & résoudre une équation 
® = 0, OU » est une forme canonique d’ordre impair. 

Pour ramener une équation de Pfaff donnée » =o ala forme (3), 
ou le nombre m a la plus petite valeur possible, nous avons encore 
deux cas a distinguer, suivant la parité de laclasse de o. 

rt Cas. — Supposons que » soit de classe paire 2p; on a dans 
ce cas y = 2p — 1, et parsuite m + 1 = p, de sorte que le pro- 
bleme revient 4 mettre une forme de classe paire 2p sous la forme 


Y, dy, + 2.6 + LONG N I oe 


c’est-a-dire & mettre » sous forme canonique. 

2° Cas. — Soit » une forme de classe impaire 2p + 1 ; ona, 
dans ce cas, y= 2p + 1, et par suite m+ 1==p+ 1, de sorte 
qu'il s’agit de ne laisser dans l’expression de » que p + 1 diffé- 
rentielles. On a une premiére solution de ce probleme si on a 
mis » sous forme canonique 


CN BE OE ae sy £,4Y p ae CH ee 


mais ce n’est 14 qu’une solution particuliére, ou le coefficient d’une 
des différentielles est égal a l’unité. 

D’une fagon générale, si la forme » de classe 2p + 1 ne ren- 
ferme dans son expression que p + 1 différentielles 


(4) = Y,dy, + ee + Y,dy» = YpiitY prs 
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il est clair que 
Yp 


Y, 
ee OE Or Oo au, 


forment un systéme de 2p + 1 variables distinctes, car autrement 
’équation » =o serait de classe inférieure a 2p + 1; cette équa- 
tion est done ramenée a la forme (3) od m=p. En résumé, 
si » est de classe impaire 2p + 1, pour ramener l’équation » = 0 
a la forme canonique (3), il n’est pas  nécessaire d’avoir 
ramené w elleeméme a une forme canonique. //. suffit d’avoir 
ramené w & une expression ow ne figurent que p + 1 différen- 
tielles, les coefficients de ces différentielles pouvant étre quelcon- 
ques. 

. Pour bien saisir cette distinction entre les deux problemes, con- 


sidérons une forme a trois variables 
wan Lor POX eee 
ou X,, X, sont des fonctions’ quelconques des trois variables 


L,, Ly, Lz. 
Pour ramener » a une forme canonique, il faudrait intégrer 


le systeme S,, qui est ici 


dx,~_ —disa: _ dx3 pe 
aX OX) O XG aoe ee 
0.23 0.03 dL2 a7, 


c’est-a-dire le systéme le plus général du second ordre ayant pour 
multiplicateur lunité. Nous voyons au contraire que l’équa- 
tion » = 0 est mise immédiatement sous forme canonique si |’ou 
Xo 

pees 

Prenons encore la forme la plus générale a trois variables 


prend pour variables x,, X2, et 


o = X,dx, + X.dx. + X,dx,, 


ou X,,X.,X, sont des fonctions quelconques des variables x, 22, 5. 
Pour la ramener a une expression ot ne figurent que deux diffé- 
rentielles, on peut procéder comme au n° 8, en considérant la 


forme auxiliaire 
\ 1) == XG da5 aa X,dx5, 


\ 5 \ . 
ou lon regarde 2, comme un paramétre. Cette forme est de classe 
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deux en général, et on peut la mettre sous la forme u,du, par un 
changement de variables, pourvu qu’on ait intégré l’équation 
différentielle o(1) = 0, ot x, est traité comme une constante: Le 
méme changement de variables appliqué a la forme » conduira A 
une expression ou ne figurent que deux différentielles dx, et du,. 


Ce procédé se rattache a la méthode générale du paragraphe 
suivant. 


14. Caractéristiques. — Dans l'étude d’une équation de 

Pfaff, le systéme caractéristique S,, défini plus haut (n° 7) joue le 
méme role que le systeme de Pfaff'S, dans |’étude de la forme de 
Pfaff elle-méme. Ce systeme §,, qui coincide avec S, si la classe 
de » est un nombre pair, et avec S, si la classe est un nombre 
impair, s’obtient en écrivant qu'un élément intégral (dx,, dx,, ..., 
dz,,) est en involution avec tous les autres éléments linéaires inté- 
graux. I] est évidemment le méme pour une forme o et pour une 
forme Kw, quelle que soit la fonction par laquelle on multiplie la 
forme w ; c’est une conséquence immédiate de sa signification. 
C’est aussi un covariant de © relativement & tout changement de 
variables. On peut done dire que le systéme caractéristique S, est 
un covariant de léquation de Pfaff » = 0, quand on effectue un 
changement de variables quelconques, et qu'on multiplie le pre- 
mier membre de |’équation par un facteur quelconque. Nous avons 
vu (n° 7) que ce systéme est complétement intégrable, et il se com- 
pose d’un nombre impair d’équations, qui est précisément égal a 
la classe y de l’équation » =o. Nous dirons, pour abréger, que 
toute intégrale du systéme S, est une variable caractéristique Il y 
a donc y variables caractéristiques distinctes pour une équation de 
classe y. 
Si une équation de Pfaff, de classe y, a été ramenée a une forme 
canonique, les y variables qui y figurent sont des variables carac- 
téristiques. Les variables qui figurent dans une équation de Pfaff 
sont les variables qui figurent sous le signe d, et les rapports de 
deux coefficients quelconques des différentielles. 

Supposons, en effet, qu'une équation de Pfaff, de classe 
y=2m + 1, ait été mise sous la forme 


2,dy, + aad mE Ln Y mn “} AY ys ats 
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pour cette forme canonique, le systeme caractéristique S, se com- 


pose des 2m + 1 équation 
dy, = 0, <5 CY mat = Oy dL, 0, 1s. Egy = 0, 


Les fonctions yi, 2% des variables x; sont done des intégrales du 
systéme caractéristique, quelles que soient les variables au moyen 
desquelles on exprime la forme w, Si une équation a été ramenée a 
une forme canonique, onen déduit donc immédiatement l'intégrale 
générale du systeme caractéristique, Cela posé, pour ramener wne 
éguation de Pfaff » =o de classe 2m + 1, 4 une forme canonique, 
on peut procéder comme au n° 12 pour ramener une forme de 
Pfaff & une forme canonique; il suffit de remplacer le systeme de 
Pfaff S, par le systéme caractéristique S,. Les deux calculs sont 
d’ailleurs identiques si» est de classe paire, car alors dans ce cas S, 
et S, coincident pour la forme w, et pour toutes les autres formes 
que l’on rencontre dans le calcul. 

Soit, dans le cas général, w, une intégrale du systéme caractéris- 
tique S,; sion prend pour variables u,, x,, ..., x,, l’équation de 
Pfaff s’écrit 


wo =U,du, + Xda, +... + X,Odx, = U,du, + of)=0. 


‘L’équation wl!) =o est de classe 2m —1 quand on y regarde u, 
comme un paramétre. La propriété est immédiate si la forme est 
de classe paire 2p, car S, coincide avec S,, la forme w est de 
classe 2p — 1, et w(t) de classe 2p — 3. Si la forme w est de classe 
impaire 2p+ 1, la forme w(t) est de classe 2p ou 2p —1, puis- 
que S, coincide dans ce cas avec Sy, et l'équation w(!) = 0 est de 
classe 2p — 1. En déterminant ensuite une intégrale du systéme 
caractéristique relatif a w(t) 0, et ainsi de suite, on démontre 
comme au n°? 12, qu'on arrivera 4 mettre |’équation » =o sous 
une forme ou ne figurent que m +1 différentielles, c’est-d-dire a 
une forme canonique. 

Si par exemple w est une forme de classe impaire 27 + 1, ou ne 
figurent que 2m +1 variables, toutes ces variables sont des inté- 
grales du systeme caractéristique, et en écrivant l’équation 


X,dx, + al) = 0, 


+1 2 ie ‘ ’ 
Péquation o(!) =o, ou l’on regarde 2, comme un paramétre, est’ 
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de classe 2m — 1. C’est la généralisation de la remarque qui ter- 
mine le paragraphe précédent. 


Remargue. — On peut aussi comme plus haut (no 44) ramener une 
forme » de classe impaire 2p-+1anvariablesAune forme 2 = Dy 140) 
+ dx, ,, de classe paire. Si Q a été ramenée A une forme canonique, 
avec p + 1 différentielles, il suffira d’y remplacer @,,, par une con- 


stante pour avoir l’équation » = o sous forme canonique. 


Soit » une forme 47 variables, telle que l’équation » = osoit de 
classe y ; en égalant & des constantes les y variables caractéristi- 
ques, on obtient les équations d'une famille de multiplicités a 


n — y dimensions dans l’espace 4 n dimensions 5 


pane Cr pepe les = Ca, ois ay = C.,, 
telle qu’il en passe une par chaque point de l’espace (x, ..., Xn). 
Ce sont les multiplicités caractéristiques de l’équation » = 0. 

Si nest pair, y étant impair, il y a toujours des multiplicités 
caractéristiques a un nombre impair de dimensions. Si n est 
impair, il y a des multiplicités caractéristiques & un nombre 
pair de dimensions, lorsque » est une forme exceptionnelle, ou 
le nombre des variables dépasse la classe ; si » est une forme ordi- 
naire, il n’y a pas de caractéristiques. 


15. Intégration d’une équation canonique. — Toutes les 
multiplicités intégrales de ’équation » = o de forme canonique 


(5) 2,dy, as sera SI FAY mn ca ns Os 


peuvent ¢tre obtenues par des opérations algébriques (*). 

Rappelons briévement la solution. D’aprés l’équation (5), il 
existe une relation au moins entre les variables y,, Y2, «+5 Ym+a- 
Supposons qu'il y ait / relations distinctes et A seulement entre 


ces variables (0 <h<m + 1); au lieu de les supposer résolues 


(') Legons sur UVintégration des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre (Chap. IX, pp. 315-320). 


\ 
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par rapport a A des variables, écrivons-les sous la forme la plus 
générale 

(6) De LYysh otal Uegag) ee Omit VET ise Vig ee 


les h fonctions 4; étant distinctes, et l'une au moins renfermant la 
variable y,,,,. La relation (5) doit étre une combinaison linéaire 


des / relations 
(7) CURE O78, se VR NO, 


puisquil résulte des hypothéses qu'il ne peut exister entre les 
différentielles dy; aucune relation linéaire distincte de celles-la. On 
doit donc avoir une identité de la forme 


z,dy, =I fe ae Fpl Y m 1 AY mia = Add, “te se % mda, 


Ai, 5 An étant A coefficients indéterminés, ce qui entraine les 
m + 1 relations nouvelles. 


/ & Bint Iw 
Fj == ay Ea + Xp 2 (Zt, De , Mm) 
J (8) OL T OY 
) 
so ®) >, oh 
| wal LS if ess ye Biche LS, —— ——— 
oYm+1 aYym+1 


Ces m + 1 équations sont distinctes, puisque tous les déterminants 
d’ordre A que l’on peut déduire du tableau des dérivées partielles 
des fonctions 4; ne peuvent ¢tre nuls a la fois. L’élimination des h 
paramétres 2; entre ces m + 1 équations conduira done a un sys-" 


teme de m + 1 — h relations entre les variables y;, £3, 


(y) LTR UG) fan ae sh ae nctrt Vay Samet te =O 


(he 45.9) om —— he 


Inversement, toute multiplicité M dans l’espacea am + 1 dimen- 
sions telle que les coordonnées de l'un quelconque de ses points 
(Yao +0) Yass Zi ++) Lm) VEerifient les m+ 1 relations (6) et (g) est 
une multiplicité intégrale de l’équation » = o. On obtiendra donc 
toutes les intégrales de l’équation » = 0 en prenant tous les sys- 
temes de m fonctions distinctes 4,, $2, ..., Ya des variables y;, l'une 
au moins renfermant y,,,, (0 <h<m + 1), et en adjoignant aux 
m-+ 1 6quations (6) et (g) un systeme de ¢ relations choisies 
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arbitrairement entre les variables Yi, Zi, pourvu qu’elles ne soient 
pas incompatibles avec les premiéres. 

La multiplicité intégrale ainsi obtenue esta 2m +1 —(m+1+ q) 
== m — q dimensions, puisque les équations (6) et (g) sont au 
‘nombre de m +1. On obtiendra les multiplicités intégrales 
d’ordre maximum en supposant g = o. En résumé, les multipli- 
cités intégrales ayant le nombre maximum de dimensions sont 
des multiplicités a m dimensions que l'on obtient en établissant 
entre les 2m + 1 variables yi, z~ un systéme de m + 1 relations 
de la forme (6) et (9), les fonctions v; étant arbitraires. 

Toute multiplicité intégrale Mn—, & m—gq dimensions est 
située sur une multiplicité intégrale M,, & m dimensions, et 
s obtient en adjoignant aux équations qui définissent M.,, g relations 
nouvelles choisies arbitrairement et distinctes des premieres. 


Remarque. — On peut écrire les équations de M,,, en adjoignant 
aux relations (6) les équations 


a ~ obs 
Wied 228 poe egal 
dYi oYi ; 
i 3 (2 SS iT, 2,5 every m), 
nN ov, } Wn 
4 an aed + ene. a \A a ee 
aYym+1 oYm+4 
qui donnent les variables z; en fonction de h — 1 parametres 
eran 


=, ..., — etdes variables y;,quidépendent elles-mémes de m—h + 1 
Ay hy 


variables indépendantes. 


Soient Mz une intégrale 4 fA dimensions de Véquation (5) et 
{y49, 22-5 Y9m+4, 21°, » » 29m) un point ordinaire de My. Les coordon- 
nées d’un élément de Mya voisin de celui-la peuvent s’exprimer au 
moyen de A d'entre elles prises pour variables indépendantes. On 
peut toujours prendre pour ces fA variables indépendantes « des 
variables yi et h —« des variables zi, toutes ces variables ayant des 
indices différents. 

En effet, si ym41 est une des variables indépendantes, l’une au moins 
des variables y1, Yo, .+-5 Ym dépend de ym44, et la relation 


ere Pee ode “1 “ty, EL oe I =0, 


eee v 
dYym+1 oYm+4 dYm-+1 


G. Legons. 5 


“b 
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que l’on déduit de l’équation de Pfaff (5) prouve que toutes les déri- 


edie a - ym ne peuvent étre nulles a la fois. Si par exemple 
o4 ym” aym-+A 
1 nest pas nulle pour les coordonnées de l’élément con- 


Ym +4 
sidéré, on peut prendre y; pour variable indépendante a la place 


de ym-+41, en conservant les autres variables indépendantes. 

D’autre part, supposons que deux variables de méme indice, y; et 24 
par exemple, fassent partie des variables indépendantes, De la rela- 
oYmH1 f oYm-+1 

oY O24 
dérivées de Ya, ..., Ym, 22, ++) 2m par rapport aux mémes variables, et 
la condition d’intégrabilité conduit a la relation 


vées 


la dérivée 


tion (5) on déduit les expressions de au moyen des 


D (yi, Zi) , 4. D(ya, 2) 4 4 DiYms £m) — 9. 


D(Y%, 2) D(Y%, 21) far D(y,, 2) 


Mm: 


1 


il 


Il faudra donc que l’un au moins des indices 2, 3, ...,m ne figure 
pas parmi les indices des variables indépendantes, sans quoi tous les 
termes qui suivent le premier seraient nuls dans la relation précé- 
dente. Nous pouvons supposer que lon ait choisi les notations de facon 
que les indices des variables indépendantes soient 1, 2,...., p; alors 
toutes les dérivées 


OYi OYi Ogi } ‘ - 
Yi 3 Yi . U ; ‘ ou 2 jo 
oY Or, oY Of 4 


ne pourront étre nulles pour l’élément initial. Supposons par exemple 


2. . rye 
(tea ne soit pas nul pour cet élément; on pourra alors prendre 
YW 
Yp+i pour variable indépendante a la place de y,. Les indices 1etp+1 
figureront chacun une fois dans les variables indépendantes, et les 
indices qui n’y figurent pas sont p+ 2, ..., m. Si un des indices 
2,3, ..., p figure encore deux fois dans les variables indépendantes, 
on peut recommencer la méme opération, et ainsi de suite, jusqu’a ce 
qu’on arrive a un systéme de ” variables indépendantes ou tous les 
indices sont différents, 
Ce raisonnement prouve en méme temps que le nombre h ne peut 
étre supérieur am. 
On peut toujours supposer que les A variables indépendantes sont 
Yrr Yrs + +9 Yor Zap gr +209 Zh Solent 


Yh = UAH (Yy ++ Yas Zap seg) Shy YAR. = e-O, dae, Yn = lane 


Tht = VAH(Yts mo Vy 3 aera By Zh = ORD; 0.5 Lm = Om, 


~~ 
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les expressions de yn+1, .,., Ym ZhtA, «.-+» Zm en fonction des varia- 
bles indépendantes, u,, ..., Urns Yj,» ...> Um désignant des fonctions 
arbitraires qui prennent respectivement les valeurs TOR alse ss5 Lie POUL 


les -valeurs«y,% v2, etree Zhe. 


arte eee Nous écrirons l’expression 


de ym+1 comme il suit 

(In) Ymtt = W(Yty 5 Yas Zysyp eee Zh) — Yoo sayy + YhEh 
w étant une nouvelle fonction arbitraire qui doit satisfaire A une con- 
dition initiale évidente. En portant ces expressions de yn+i, ..., Yims 
Ym+A, Zh41, ..., Zm dans lV’équation de Pfaff (5), et en égalant a zéro 


les coefficients de dy,, ..., dyy, diy. 4 ...,@zh, on obtient les expres- 
sion des autres coordonnées Yogev Yyp 2 0005 Ze 
ow oUh +4 OU y 
Yor = ae -s 26 opera et Diy ee 
a4+4 Fu 14 fu 14 
ow dunt du 
| i are + ON a iY eee eee SP ae + Um * ? 
Ozh Ozh ath 
(12) { dw UAH du 
4S — VA —— — 1... — Vu, — 
oY oY oY 
AY) ou oy 
24 = -3 Uy ore eer es A a. 
oY y Wy cs a 


Les formules (10), (11), et (12) représentent la multiplicité intégrale 
Mp dans le voisinage de l’élément donné ('). 

En particulier si h = m, il y a une seule fonction arbitraire w de m 
arguments, et les formules qui représentent une intégrale a m dimen- 
sions sont les suivantes |Cf. Lecons, p. 319, formules (11)]. 


xs OW _ ow 
Yt = WYts v9 Yad Zap yr oo CES Ey Na ea DZm. 
a ow y C1) ow ps OW 
= COR _— BA Sa OS a ae Se tae 
S44 pees tenes Ate. oy Wy 
46. Résolution de V’équation générale. — Soit » une 


forme de Pfaff & n variables 7,, Xo, ..., x,- L’équation 


(14) ON, Oat ef A "0 


(!) Cartan, Annales de l’Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. XVI, p. 270. 


ba " Sr 


wren ue 
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sera immédiatement résolue, d’aprés le paragraphe précédent, si 
on a pu ramener cette équation a une forme canomique, ou ne 
figurent que m + 1 différentielles, quand cette équation est de 
classe y = 2m + 1. Toute multiplicité intégrale est définie, nous 
venons de le voir, par un systéme de m + 1 relations, dépendant 
de fonctions arbitraires, entre les variables de la forme réduite. 
Il s’ensuit que toute intégrale de l’équation (14) est elle-méme 
définie par un systtme de m + 1 relations entre les variables xj, 
auxquelles on peut ajouter un nombre quelconque de relations 
arbitraires nouvelles entre ces variables, pourvu qu’elles ne soient 
pas incompatibles avec les premiéres. 

Les multiplicités intégrales d’ordre maximum sont donc des 


Serhan s . i ic ; . 
multiplicités An —(m + 1) =n—+ +! dimensions, si vy estla 


classe de l’équation » =o; de plus, toute multiplicité intégrale 
d’ordre inférieur a cette limite est située sur une multiplicité inté- 


erale d’ordre maximum. 


vas é wes ty 
Il est facile d’avoir une limite inférieure du nombre n — ait St F 


En effet si n est pair, n = 2p, y est au plus égal a 2p—1, wee 


Vy sr 


2 


(a 


ee pee 
Bay ima oe 
De méme sin = 2p + 1, y est au plus égal a 2p + 1, et par 


suite n 14'S p. Dans les deux cas, les multiplicités inté- 


est au plus égal a p, et par suite on a n — 


a bh a > 7 , A co 
grales d’ordre maximum sont d’un ordre au moins égal a la partie 
sa n ; 
entiére de — (Cf. n° 6). 
@ 


La méthode précédente de résolution du probléme de Pfaff 
exige la réduction de I’équation » = o A une forme canonique. 

Nous allons montrer que les deux problémes sont équivalents, du 
moins si l’on demande une solution générale, c’est-a-dire si l’on 
veut déterminer toutes les multiplicités intégrales d’ordre maxi- 
mum. Supposons en effet que |’on connaisse toutes les multi- 
plicités intégrales d’ordre n — (m + 1) dune équation w =o 
a n variables de classe 2m + 1. Prenons en particulier une 
famille d’intégrales dépendant de m + 1 constantes arbitraires, de 
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telle fagon qu’il en passe une par chaque point de Vespace. 
Soient 


(15) Virisaere So = Ca, Aaa jay coh Ora 


les équations qui définissent cette famille de multiplicités. 

Imaginons que l’on fasse un changement de variables de facon A 
prendre f,, f2, ---> fm4, parmi les nouvelles variables. L’équation 
transformée 0 = doit étre vérifiée quand on y fait df,=o...., 
df,,.1, = 9, quelles que soient les valeurs des autres différentielles. 
Elle est donc de la forme 


= F df, = Fidfy Hee ee | thei hi ae O, 


et par suite l’équation » = o a été ramenée a une forme canonique 
parce changement de variables. On voit méme qu’il suffit de con- 
naitre une famille de multiplicités intégrales & n — (m + 1) 
dimensions pour pouvoir effectuer la réduction. 


Remarque. — Les conclusions précédentes peuvent étre en 
défaut pour certaines intégrales. Par exemple, l’équation 


GL, = Lj Led Ls = 0 


de classe trois admet une intégrale a deux dimensions x, = 0. Si 
Yon prend pour variables canoniques %,, ©, et x, les deux 
relations x, = 0, 2,2, = 0, qui définissent une intégrale, se 
réduisent 4 une seule. De méme I|’équation de classe 2m — 1 


Y dx, a Gemee Ke Y IL == 


admet Vintégrale am dimensions y; = 0, ..., ¥,,== 0, qui ne rentre 
pas dans le type général. On reviendra au Chapitre IV sur ces 
solutions singuliéres. 


s 


4'7. Intégrales lieux de caractéristiques. — Quand ona 
ramené une équation de Pfaff & une forme canonique, il ne figure 
dans cette nouvelle équation que les y variables caractéristiques, et 
par suite toute intégrale d’une équation de Pfaff est définie par un 
certain nombre de relations entre les variables caractéristiques, 
auxquelles on peut adjoindre d’autres relations, en nombre quel- 
conque, choisies & volonté, pourvu qu’elles soient compatibles avec 
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les premiéres. Nous allons développer les conséquences de cette 
remarque. Imaginons que dans |’équation » = o on ait effectué un 
changement de variables, en prenant pour variables nouvelles 
un systéme de y variables caractéristiques distinctes wy, ..., Uy, 
ayec n — y variables Uy yyy seer Uns choisies de fagon 4 former avec 
les premiéres un syst¢me de n fonctions indépendantes des varia- 
bles primitives. Aprés la transformation, les variables u,, wa, ..., Ury 
figurent seules dans la nouvelle équation et, par suite, toute mul- 
tiplicité intégrale est définie par un certain nombre de relations ou 


figurent seulement U,, Us, ..., Uy» 


CHO ell (ir a5 Uy) = aM A Ls Cs) aaa es Uy) = Oo, feu - : 


auxquelles on peut adjoindre un nombre quelconque de relations 
choisies arbitrairement entre W,, U2, ..-5 U,- 
Considérons une multiplicité intégrale a» dimensions M, définie 
i 


par les formules 
(17) Uy sg Caeeesy ty)» wees Uy = Ya (tis vs bo), 
(18) Uy 4 = Yo allirees t)> PE Bim 4 FAS oe to)s 


Ol U1, toy wy be désignent 6 variables auxiliaires qui ne figurent 
pas nécessairement dans toutes les fonctions ¥;. Les conditions 
pour que la multiplicité ainsi définie soit une intégrale de léqua- 
tion de Pfaff ne renferment que les fonctions 4, ..., Yo si elles 
sont vérifiées, elles le seront encore quand on remplacera 
bo s4) ++) Y, par d’autres fonctions quelconques, pouyant renfermer 


de nouvelles variables indépendantes. En particulier, la multipli- 
cité M’ définie par les équations 


i va (ti, ening ty)s ene: seg Uy ea by (tis Asien ty)» 


a to 44s a —— typ 


(19) 


OU ty spy sees ty —y4p Sont de nouveaux paramétres variables indé- 


‘pendants de f,, ..., to» est aussi une multiplicité intégrale. Or cette 
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multiplicité M’ est le lieu des multiplicités caractéristiques de 
Péquation » = o, 


i sey Uy = Cy, 
issues des différents points de la multiplicité M,. On a done le 
théoréme suivant : 3 

Le lieu des multiplicités caractéristiquesde léquation de Pfaff 
® = 0, gui passent par les différents points @une multiplicité 
intégrale M de cette équation, est une nouvelle multiplicité inte- 
grale M’. 

Si la multiplicité M est & » dimensions, la multiplicité M’ est au 
plus ap + nm — y dimensions, mais elle peut en avoir moins. Elle 
aura ce nombre maximum de dimensions si les y fonctions 
Gene, by sont des fonctions distinctes des p paramétres f,, f2,..., tai 
les n fonctions wu, Us, ..., u, définies par les formules (19) sont 
alors en effet des fonctions distinctes des n + 9 — y paramétres 
ty, ++» t,°449- Supposons en second, lieu que les y fonctions 
nis tae hey des o parameéetres ,, .... t, ne soient pas distinctes, de 
telle sorte que le point (u,, uw, ..., w,) décrive dans l’espace a 
y dimensions une multiplicité 4 moins de p dimensions. Nous pou- 
vons alors choisir les paramétres ¢; de fagon que les fonctions 
Y,, +--+, Uy dépendent seulement de op’ <p paramiétres f,, ..., ¢,! et 
en soient des fonctions distinctes, les paramétres bol gar se to ne 
figurant que dans les expressions w,,,, ..., U,. La multiplicité M’ 
_ représentée par les formules (19)est alors visiblement a n — y + 9 
dimensions seulement. On peut encore énoncer ce résultat comme 
il suit. Soient (w,°, ..., w,°) les coordonnées d’un point de Mo» 
Eos a5 (tp")° les valeurs correspondantes des parameétres, f,, fa, ..., 9’; 
sil’on donne a ces paramétres les valeurs constantes ¢,°, ..., (to)? les 
autres paramétres to! sae te variant arbitrairement, le point 
(Wy, Uz, ++.) U,) décrit sur M, une multiplicité a 9 —p’ dimensions 


qui appartient aussi 4 la multiplicité caractéristique 


— 0 as 0 
Uy = Uy", «6+, Uy = Uy 
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La multiplicité M, et la multiplicité caractéristique qui passe 
par un point quelconque de M, ont donc en commun un> multi- 
plicité d’ordre p — ¢'. Par conséquent lorsque la multiplicité inté- 
grale M, et la multiplicité caractéristique qui passe par un point 
quelconque de M, ont en commun une multiplicité dordre o — ¢’, 


le lieu des multiplicités caractéristiques issues des differents 


points de M, est une multiplicité intégrale M' a n— y+ 9’ dimen- 


StOns. 

Il résulte des propriétés précédentes que les multiplicités intée- 
grales ordre maximum sont composées de multiplicités carac- 
téristiques. En effet si M, est une intégrale, sans étre un lieu de 
caractéristiques, le lieu des caractéristiques qui passent par les 
différents points de M, aura évidemment plus de « dimensions. 
Pour obtenir ces multiplicités intégrales d’ordre maximum 

oY Tat ete : : : tt See F 

n is ios , il suffira de prendre le lieu des multiplicités caracté- 
2 

ristiques issues des différents points d’une multiplicité intégrale 


Yh ae I , ©; . . , 
d’ordre -—_, nayant aucune multiplicité commune avec la 


multiplicité caractéristique qui passe par un quelconque de ses 
points. Ces intégrales sont représentées par les formules (19), ot 
ae 


Von suppose que le nombre e a sa valeur maximum , les 


y fonctions ,, ..., }., tant distinctes, 


Supposons par exemple que soit une forme ordinaire & 2m 
variables ; on a alors y = 2m — 1, Les caractéristiques sont a une 
dimension, et les multiplicités intégrales d’ordre maximum sont 
dordre m. Ces intégrales sont engendrées par les caractéristiques 
issues de tous les points d’une multiplicité intégrale d’ordre m —1,. 
non composée de caractéristiques. 


Remarque. — Les conclusions qui précédent ne s’appliquent 
pas aux intégrales, dites singuliéres, qui ne rentrent pas dans le 
type général (Vozr Chap. IV). 


18. Application aux équations aux dérivées partielles. 
— Les propositions précédentes généralisent la méthode d’inté- 


4 
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gration de Cauchy pour une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre. 

Inversement cette méthode s’en déduit trés facilement comme 
cas particulier. En effet, intégration de Péquation aux dérivées. 
partielles 


f 


(20) Pi Cars Ly ts, Zs Po aes Dy) 


revient ala recherche des multiplicités intégrales 4 n dimensions de 
Péquation de Pfaff 


(21) ® ley a p2adx2 Poco SP p,dx,, —— 17 — 0. 
Le covariant bilinéaire w' a pour expression 


wo = dfdx, — dfix, + dp.dx> == ApS, + 
.. + 3p,dx, — dp, sx, ; 


pour avoir les équations différentielles du syst¢me caractéristique 
S,, il n’y a qu’a remplacer dz et Sz par fdx, +... + pedi. 
for, +... + p,dx, respectivement dans w’, et A égaler a zéro les 
ceefficients de 6x, ..., 5x,, dpe, ,.. 5p, On obtient ainsi un systtme 
de 2 n — 1 équations différentielles 


af af 


dx, = — On Ob ax; 
Op2 OPn 


Ly 


ds=\ f—ps oe Sig) 0, “L ¢ age 
Pe Pn ) 

L’équation » = o admet done des caractéristiques a une-dimen- 
sion; de tout élément de l’espace dont les coordonnées vérifient la 
relation (20) part une de ces caractéristiques et une seule en géné- 
ral. Le lieu des multiplicités caractéristiques issues de tous les 
points d’une intégrale M est encore une intégrale. En particulier, 
toute intégrale M,, est le lieu des caractéristiques issues de tous les 
points d’une intégrale M,,_,. La méthode de Cauchy se trouve ainsi 
rattachée 4 la proposition plus générale du n° 1'7, qui s’applique a 
toutes les équations de Pfaff admettant des multiplicités caractéris— 


tiques. 


$ 
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Quand on applique & l’équation (21) la méthode de Pfaff sous sa 
forme primitive, il semble qu’elle exige non seulement lintégra- 
tion du systéme (22), mais aussi l’intégration de plusieurs autres 
systémes d’équations différentielles d’ordre 2n — 2, 2n — 3, ..., 
successivement. C’est la une infériorité apparente de la méthode 
de Pfaff, mais il suffit, comme l’a montré G, Darboux, (vozr 
n° 10) de diriger convenablement les calculs, pour retrouver les 
résultats de Cauchy. Soient X.,..., X,, Z, Po, ..., P, les inté- 
erales principales du systéme (22), c’est-a-dire celles qui se rédui- 
sent respectivement Day vig Dey Ssipdaad ty 0, DOML Dera x,°; pre- 
nons pour nouvelles variables x, et ces intégrales principales. Dans 
les formules de transformation 


Ly = F.(x4, aes Xgecenaik ats sees aa! AL, Sein. Xo, as 1) 
(23) P2 = (xX, x,°, XS, sory Bas 009 Pp ®,, (24, x,°, X;, eae, P,,), 
Siar Wier hs D6 5 shone), Poh 


les seconds membres représentent précisément les solutions des 
équations différentielles (22) qui, pour 2, = x,°, prennent les 
valeurs X,, ...,.X,, P,, ..., Pn, Zrespectivement. Aprés le change- 
ment de variables (23), ’équation » =o se change en une équa- 
tion ou ne figurent que les variables caractéristiques X2,..., P,,, Z, 
et leurs différentielles. On a donc une identité de la forme 


wom K [Ud Xs one Und ky EnVedP ee as VP eee Hoan 


les fonctions U;, V;, H ne dépendant que des variables X;, Py, Z-On 
peut encore supposer (n° 10) que le facteur K se réduit A l’unité 
pour x, = ,°. En supposant 2, = x,° dans Videntité précédente, 
on en déduit que l’on a 


SU ee= Poe Vv; = 6, (i >> 1), Ht se 
et l’équation © = o est ramenée 4 une forme canonique 
(24) PsdX + eee + PrdXy io aZ, = 0, 


apres le premier changement de variables(23) qu’exige la méthode 
de Pfaff. 

Observons en passant que la forme w elle-méme est de classe 
2n si f contient la variable z, et de classe 2 — 1 si f ne dépend 
pas de zg. 
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RemARQuE, — On a supposé pour le raisonnement que l’équation aux 
dérivées partielles était résolue par rapport A l’une des dérivées par- 
tielles, mais les conclusions sont indépendantes de cette hypothése, En 
ae étant donnée une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre 


ENT et Risen 2S Pig hay Dw a= On 
renfermant la dérivée p; par exemple, désignons par f(21, ...3 @ny 25 


P2, ..+, Pn) la fonction que l’on obtiendrait en résolvant cette équation 
par rapport a p,. Si dans les équations du systéme caractéristique (22) 


guess d. 0} 3 : . 
on remplace les dérivées 2F 2, = par leurs expressions tirées des 
Li a4 Z 


équations 
oF Cg RLY aly Clare cae ae oF oieof as 
OLji Py DX} ; dg dpe ; dPke 2, 2pk : 


on obtient un systeme d’équations différentielles 


dae dz oie td 
P; Pupy +...+ Or Xe = Zpke ; 
ge ee De os Za, 
Ii dpke 2 


qui, joint a la relation F = 0, est identique au systéme différentiel de 
Cauchy. 

Lorsque F ne renferme aucune des dérivées pi, on a a rechercher 
toutes les multiplicités intégrales de l’équation de Pfaff 


dz — pxdx, — .... — Pndty= 0, 


dont tous les éléments vérifient la relation F = 0.De la relationdF =o, 
on peut tirer l’expression de l’une des différentielles dx, dz au moyen 
des autres, et on est conduit A une équation de Pfaff de forme cano- 
nique. 


19. Théorie de Lagrange. — La théorie de l'intégrale compléte 
de Lagrange et la méthode de la variation des constantes se rattachent 
aussitrés aisément 4 la méthode de Pfaff.Soiten effets = (a, ... 2n3 
@, ...,@») une intégrale dépendant de n constantes arbitraires de 
léquation du premier ordre é 


Pa = fei -++ Uny 25 Po, Lac Dar. 
dans l’équation de Pfaff correspondante 


w = dz — fda, — peda, — ... — prdx, = 0 
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faisons le changement de variables défini par les formules 


€ 


Fi Sees 
l= 22 = Qese —— > 
mee dLe é IL 
les nouvelles variables étant 2, ... Ln, @1, ... Gn. En tenant compte 
de la condition 

op ad ob 

Safle nt CL ie O0.ae , 
On, 0X2 IL yp 


cette équation prend la forme canonique 


oP od 
wo =——daj+...+——da,=o0. 
oa, Ian 


L’application de la méthode générale dintégration d’une équation de 
Pfaff mise sous forme canonique conduit précisément a la méthode de 
la variation des constantes (Lecons n° 32). 

Les caractéristiques sont définies par les n relations 


db mt Ib I x 

[7 ON en b, = 6,2.) == -- bp 
OL; Oa, Wan, oan—1 an 

et dépendent des 2n—1 constantes arbitraires a ... dyn, i, ..., bn—4- 


Plus généralement, si l’on connait uneintégrale complete définie par 
une équation de forme quelconque 


Vi( cian ste cosa 8s On eee en peat) 


d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre F(x, .-., 2p, 23 
Pis +--+» Pn) = 0, Véquation de Pfaff correspondante prend la forme 


Ren oye FP one FE om 


aay Ian 


aa, = 0, 
quand on prend un nouveau systéme de 2n variables (xi, ax), en posant 
Os Pos aise ens 
(Cf. Lecons n° 38). 
On verra plus loin (Chap. IV) comment la seconde méthode de 


Jacobi se rattache A la méthode de réduction du n° 8 d’une forme de 
Pfaff. 


20. Equations simultanées du premier ordre. — Consi- 
dérons encore un systéme de r équations aux dérivées partielles du 
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premier ordre a une seule fonction inconnue, 


. Eee wees Lny Z 3 Prtiy +++) Pn)s 
(25) Ban veey Eny FZ 3 Prtdy vers Pn); 
aE ee wy Lny 25 Pry «++» Pr)3 


intégrer ce ey revient a trouver toutes les multiplicités inté- 
grales a n dimensions de |’équation de Pfaff a 2n + 1 — r variables 


(26) o=fidx, + ...+ frdap 44 pritdxrys + ... 


+ prdxpn—dz=o. 
Le covariant bilinéaire a pour expression 
w = ofidx, — dfx, +... + 8f-da, — df, bx, 
ole } Spry1dacpr1 — dprps92p+4 +... + 8pndan — dpndrxn . 


en remplagant encore dz et dg par leurs expressions tirées des deux 
équations w (d)=o0, w (6)==0, et en égalant a zéro les coefficients 
de 62,, ... Xn, Sppii, ..., Spn, on obtient les équations différen- 
tielles des multiplicités caractéristiques de |’équation (26) : 


2 
Airs, as dx, +... + Ren die = 0; 


of ofr << 
dxn+ aY dx, +... + me den -0; 
dz= fidx, +... + frdap + pr+szdxpr41 + .. + pndin, 
dpr+14= ae a 2D ps) AL, Ae ose Soa af Saree 2 = pris) aAxp, 


daer44 Vr 
A A rg a ee er Aaa ee ae 
Nea Pp, jtas + a + (He 4% ) dive 


2 afr (af afr 
df, =» dx, +... + aL dee Aree) ae day + oe dar 


. 


ofr 
af. = aft day + By + 22 dan + fr) UE dan Tove + F det. 
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Les an — 2r + 1 premiéres équations de ce systeme sont tou- 
jours distinctes, et par suite la classe de l’équation » = o est au 
moins égale a 2n — 2r + 1. Pour quelle soit égale a cette valeur 
minimum, il faut que les r derniéres équations soient des consé- 
quences des premiéres. Si donc on y remplace Ore. aa ee 
dz, Apr41, +», pn par leurs valeurs tirées des premicres équations, 
les relations que l’on obtient doivent étre vérifiées, quels que soient 
dx,, ..., dp. En faisant le calcul, on trouve les conditions 


(28) (pi fie Pe —wefel 0, Rake ene) 


le crochet [w, v} ayant la signification habituelle : 


n 
ou / dv ov ov / ou ou 
U0 —p; ) ———(——+—p: 3 
Bea > cy ane) Bo (ee + 5g Pi) 
i=1 


ces conditions (28) expriment précisément que le systtme (25) est un 
systéme en involution (Legons, n° 58). Si elles sont remplies, la 
classe y de l’équation de Pfaff (26) est égale a 2n — 2r + 1, et les 
multiplicités intégrales d’ordre maximum sont définies par un 
systeme de n — r+ 1 relations entre les variables caractéristiques. 
Ces multiplicités intégrales ont donc 2n —r+ 1—(n —r-+ 1)=n 
dimensions, tandis que les multiplicités caractéristiques ont r- 
dimensions. Toute multiplicité intégrale d’ordre n est le lieu des 
multiplicités caractéristiques qui passent par les différents points 
dune intégrale M,_, de l’équation » = o. Ces derniéres multipli- 
cités se déterminent sans aucune intégration, car il suffit d'adjoin- 
dre les r équations (25) aux équations qui déterminent une multi- 
cité intégrale quelconque an dimensions del’équation pdx, +... + 
Pndxn—ds=o. . 

La méthode d’intégration précédente conduit exactement aux 
mémes calculs que la méthode générale de S. Lie (Legons, Chap. IX), 
et linterprétation est la méme. En effet, en écrivant que f(a, ..., 
Ln, F} Pris ++) Pn) est une intégrale du systéme (27), on obtient 
les équations 


(29) [Pr — Sis f] = 9 «+ [pr — fr, f= 9. 
On peut aussi démontrer, comme dans le cas d’une seule équation, 
qu'un changement devariables permet de ramener I’équation wo =o 
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a une forme canonique quand on a intégré le systeme (27). Soient 
en effet: X44; .-., Xn, Z, Prii, ..., Pa lesan — ar + 1 intégrales 
de ce systéme qui se réduisent respectivement & 2,114, ...,Xn, 23 
Pr+41y+++1 Pn pour L,—=2,°, ..., Lp—=x,°. Quand on prend pour nou- 
velles variables 


X45 Ctr) Lr, Xp, CC | Xn, Z, Pr44, eres Pr, 


le raisonnement employé dans le cas de r=1 s’applique sans 
modification, et la nouvelle expression de », aprés le changement 
de variables, est 


(30) ey ae IN [PrssdXr44 Se eg ka RD My ee dZ\ ==) 0: 
L’équation » =o est donc ramenée & une forme canonique 
(31) dZ — Pr4idXp41 we Tae IP aPsGa =— oO, 


et on en déduirait aisément les résultats précédents. 


Remargvue. — Les propriétés de l’intégrale compléte pourraient 
aussi se déduire trés aisément de la méthode de Pfaff, comme pour 
une seule équation. Nous verrons au chapitre IV comment la 
seconde méthode de Jacobi se rattache a d’autres méthodes d’inté- 
gration de l’équation générale de Pfaff. 


24. Remarques sur la méthode générale dintégration. — Soit 
® = oune équation de Pfaff de classe 2m + 1; si l’on connait une 
famille d’intégrales, définies par m relations distinctes, telle qu’il en 
passe une par chaque point de l’espace, on peut en déduire l’intégrale 
générale de l’équation. Soient, en effet, 


iiaG, so sein SG 


les relations qui définissent la famille d’intégrales considérée ; si l’on 
prend un nouveau systéme de variables, tel que fi, /2, ..-, fin fassent 
partie de ces nouvelles variables, l’équation » = o sera mise sous une 
forme canonique 


w= Fidf, +... + Fndfn = 0, 


et par suite on pourra obtenir l’intégrale générale (n° 15-16). 

Ce résultat peut étre généralisé, Etant donnée une équation de Pfaff 
® = 0 An variables, supposons que l’on connaisse une famille d’inté- 
grales An — r dimensions, telle qu’il passe une de ces intégrales par 
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un point quelconque de l’espace. Ces intégrales sont définies par un 
systéme de r relations distinctes 


Si Cas eT ars 


5 ie 
et on peut encore, par un changement de variables, ramener Péqua- 
tion proposée a la forme 


@, = Xyda, ++ Xda 45 2s. = Xda 205 


les multiplicités intégrales connues Mn—r sont alors représentées par 
les r équations 


ie Gy3 IO = Ca, weg ur = Cp. 


Nous supposerons d’abord que les rapports 


X53 X3 Xr 

=a eS cae 1 Herb r 

X, XX X, 
forment avec 2, Ya, ... t?r un systéme de n fonctions distinctes, cequi 
3 . . . . {ea it 138 
exige que 27— 1 soitau moins égal an, et par suite n —- 7 ~—— . Sil 

2 

en est ainsi, nous pouvons évidemment prendre n —?r de ces rapports 
pour les variables x41, ..., n, les autres rapports pouvant étre des 


fonctions quelcomques de vary anes. en eos 
Sur toute multiplicité intégrale Ma d’ordre h de Véquation » = o, 
4, La, ..., Lr sont des fonctions de A variables indépendantes 


Di Py (Uigs ances Uh) atc = Oe CC a 


en remplagant 7%, 2, ..., Lr par 91, ..., gr dans |’équation de Pfaff, et 
en égalant a zéro les coefficients de di, du2, ..., dua, on obtient un 
systeme de fh équations avec n —r inconnues £p+i, ..., Ln. Ces équa- 
tions sont compatibles, quelles que soient les fonctions 91, 92, ..., gr, 
pourvu que soit inférieur ou au plus égalan—r. Sih =n—r, 
Tr+4, ..., Ln seront déterminées dés que l’on aura choisi les fonctions 
P1, 02, .-., or. Sih << n—>?, les variables rp+1,..:, rn devront vérifierh 
équations seulement, auxquelles on pourra adjoindre n — r— h relations 
choisies arbitrairement. En résumé, dans l’hypothése considérée, on 
pourra déterminer, sans aucune intégration, toutes les multiplicités inté- 
grales de Véquation de Pfaff, d ordre inférieur ou au plus égal an—r, 


R xX 
fl n’en est plus de méme lorsque les rapports =, ae fOrmend, 
1 1 
avec 21, ®2, .., Lr un systéme de 7+ s variables indépendantes 
(r + s <n). On peut supposer alors que ces rapports dépendent seule- 
ment des variables 7, .., Zr, Lr4-1, .., Lr+s, et écrire l’équation 


@ = dx,+ oodr2+ ... + ordaxr = 0, 


ya 
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S des coefficients 9; étant égaux aux variables v4, ..., @r+s. L’équa- 
tion » =o étant mise sous forme canonique, il y figure seulement y 
variables canoniques yj, ys, ...; Ya qui peuvent s’exprimer au moyen 
de Hi, -.., Lr+s, 


Yi Ps (ai 5 -, Ores); a. Y. = Po (xi, 6..5Xrte)y Pers, 


_ et les relations 


legen ears Ir+s) = Gas er} (P (x4, veey Lr+s) = 6) 


7 if 


représentent des multiplicités caractéristiques 4 n — 7 dimensions de 
Péquation » = o. 
Soit Mn—r Vintégrale 4 n —r dimensions représentée par les relations 


ip ne Oa ges yer ere Cops 


et Mn—r—sla multiplicité 4 n—r—s dimensions située sur la précé- 
dente, dont on obtient les équations en adjoignant aux précédentes les s 
équations 


Cy aa LptAy, sinoy eps —— Oops, 


Cette multiplicité Mn—r—s est située sur la multiplicité caractéristi- 
que définie par les relations 


Pix, Ls 2. 05 Lp+s) —- Pi(x,°, Peyy) 2°rts)s (c Sa Dy aeie oy Y)> 


et la multiplicité intégrale Mn—; considérée a donc en commun une 
multiplicité Mn—r—savec la multiplicité caractéristique issue d’un 
quelconque de ses points. C’est donc un lieude multiplicités 4an—r— s 
dimensions dont chacune fait partie d’une multiplicité caractéristique. 
Les multiplicités intégrales Mn—r de cette espéce ne sont donc pas les 
plus générales parmi les multiplicités intégrales 4 n—r dimensions, 
et le résultat obtenu dans la premiére hypothése peut s’énoncer comme 
il suit 

Soit » =o une équation de Pfaff an variables, dont on connait une 
famille d’intégrales Mn—r & n—r dimensions, Si Mn—r Wa aucune mul- 
tiplicité commune avec la multiplicité caractéristique issue de Vun quel- 
conque de ses points, on peut obtenir sans aucune intégration toutes les 
intégrales de l’équation » = o ayant au plus n —r dimensions. 

Cette proposition généralise une propriété évidente de l’équation 


dz — fdx, — prxdx2— ... — Pprdxn= 0, 


a 2n variables (24, ... Lp} 2 P2 ++» Pn) }0N connait a priori une famille 
dintégrales An — 1 dimensions, définie par les relations 


a Ci a Cs, nC, 2 Gn: 
G. Lecons, : > 6 
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qui n’est pas composée de caractéristiques ; on peut donc obtenir sans 
intégration toutes les intégrales ayant au plus n— 1 dimensions, On 
peut faire la méme remarque pour l’équation (26) a laquelle conduit le 
probléme de Vintégration d’un systeme d’équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre. 

De méme, si l’on connait une famille de courbes intégrales, l’équa- 
tion de Pfaff peut étre ramenée Ane contenir que n — 1 différentielles : 


wo = Xda, +... + Xn-tden-i =0; 
si les rapports dépendent d’une autre variable x,, on pourra obtenir 
Us 


sans aucune intégration toutes les autres intégrales 4 une dimension de 


dent que des n —1 variables 21, 22, ..., Zn—1; dans ce cas, les courbes 
intégrales a, = Cy, ..., ®n—1 = Cn-1 sontsituées sur des multiplicités 
caractéristiques. 

Lorsque la somme r+ s est saferianies an, la conclusion précédente | 
ne s applique plus, mais l’intégration de l’équation » = o est ramenée 
dans ce cas a l’intégration d’une équation 4 un nombre de variables 
inférieur 4 n.Il y adone une simplification du probléme. Si le nom- 
bre s a sa valeur maximum r— 1, l’équation est ramenée 4 une forme 
canonique, et l’intégration est immédiate. Si s est inférieur 4—1, on 
peut encore, en opérant comme tout a l’heure, trouver toutes /les inté- 
grales 4 s dimensions au plus dans l’espace (7, @2,..., rts), etil leur 
correspond des intégrales 4 n —r dimensions au plus dans l’espace 
(21, L2, ..., Lp). La méthode fournit done de nouvelles intégrales, sauf 
dans le cas ou s est nul. L’équation » = 0 ne renferme alors que les r 
variables 24, Xe, ..., Xr. 
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FORMES SYMBOLIQUES DE DIFFERENTIELLES (:) 


22. Définitions et notations. — La théorie des formes 
linéaires de différentielles peut étre généralisée de plusieurs fagons. 
On peut tout d’abord, en’ restant au point de vue purement algé- 
brique, considérer des formes d’un degré supérieur par rapport 
aux différentielles, par exemple des formes quadratiques 


SM Aindxidar, (tig Peat fOr... Th) 


comme celles qui interviennent dans |’étude de la déformation des 
surfaces, ou du probléme analogue pour les variétés d’ordre quel- 
conque dans un espace 4 n dimensions, Ces formes sont de vérita- 
bles formes algébriques par rapport aux différentielles ; quand on 
effectue un changement de variables 


(1) Le OMY sa Ugtncsa Yn) 2 ees Ly Dy, sey Pe), 
Yi> Yo, +--+» Yn Ctant les nouvelles variables, on doit remplacer dans 
la forme quadratique chaque facteur dx; par 


Th pete aE LST 


oY Yn 
et appliquer ensuite les régles ordinaires de la multiplication algé- 


brique a chacun des produits dxjdxp. 
Mais on peut se placer a un autre point de vue. Si » est une 


(‘) Auteurs 4 consulter : 

H. Porncart. Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste (tome III) ; Sur 
les résidus des intégrales doubles (Acta Mathematica, tome IX) ; Analysis situs 
(Journal de l’Ecole Polytechnique, 1895). 

E. Cartan. Sur certaines expressions différentielles et le probleme de Pfaff 
(Annales de 'Ecole Normale, 3¢ série, t. XVI, 1899). 

E. Goursar. Sur certains systémes d’équations aux différentielles totales et sur 
une généralisation du probleme de Pfaff (Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, t. VII, 1915). 

Buraut-Fort1. Introduction a la géométrie différentielle, suivant la méthode 
de Grassmann (Gauthier-Villars, 1898). 
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forme de Pfaff, I =i} » représente une intégrale curviligne éten- 


due & une courbe C de l'espace an dimensions, Si, au lieu d’une 
intégrale curviligne, on considére des intégrales étendues a des 
multiplicités & un nombre quelconque p de dimensions de 
l’espace & n dimensions, on les représente par des symboles ou 
figurent sous le signe d’intégration des sommes d’expressions 
telles. que 


PCaryy Gays e Pte Oe aeg et: Aone tal Deke ue) 


et le produit dx,dx,,... dx, n’est plus un produit algébrique 
au sens propre du mot, mais un produit symbolique pour lequel 
les regles du calcul sont toutes différentes des régles ordinaires du 
calcul algébrique. Ces régles, que nous allons rappeler, se dédui- 
sent naturellement de la signification attribuée a ces pure 
symboliques. : 


Considérons @abord, dans I’ espace a trois dimensions, une inté- 
grale de surface I Sih Js (2, y,2) dady étendue a un cété 


déterminé d’une portion de surface %, telle que les coordonnées 
d'un de ses points s’expriment en fonction de deux paramétres 
(u, v). Soit R la région du plan (uw, v) qui correspond point par 
point a la portion de surface 2; l’intégrale de surface I est égale a 
Vintégrale double ordinaire 


t= f fia! GPUs 2 pacaa as ae s Y) dudv, 


étendue a la région R. Il résulte immédiatement de cette nouvelle 


expression de l’intégrale qu’elle change de signe quand on per-— 


: D(x, y) , Dy, x) 
te x et : 
mute x et y, puisque avon Sacer Cee D(a‘) = 0. On a donc: 


Adad A — 
J foseete+ J Joy dydx == 0, 


les deux intégrales étant étendues au méme coté de X ; ce que l’on 
peut écrire sous forme abrégée 


(2) dxdy = — dydx. 
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Le produit symbolique dady change donc de signe quand on 
permute les deux facteurs. 

Cette régle d’apparence paradoxale est, comme on le voit, une 
conséquence de la signification méme du produit dxdy. D’une 
fagon générale, si l’on adoptait la notation ab pour représenter le 


déterminant | he | , il est clair que l’on aurait ab + ba =o. 


Considérons maintenant une variété K, a p dimensions de 
lespace a n dimensions, et soit “ 


l fli (Li, La,'..., La)dx,dx, ... dx, 


une intégrale multiple d’ordre p étendue a cette variété (pour sim- 


plifier les notations, nous n’écrirons qu’un seul signe [ ce qui ne 


peut entrainer aucuné ambiguité), 
Supposons que les coordonnées x, %,, ..., x, d’un point de E, 
? * a a FS is i 
s’expriment au moyen de p paramétres indépendants w, ug, ..., Uy; 
de telle fagon que la variété EK, corresponde point par point & un 
certain domaine R, de l’espace a p dimensions (u,, Uz, ..., Up). 
Liintégrale I est égale a une intégrale multiple ordinaire étendue 


au domaine R,, 


FP GOI on woe 
I= SRE aE See ESA) ») du, CRA ae du,; 
IMC Why 6 oo SERRE ES 


OU 24,2 y,..-, 2, doivent étre remplacées dans F parleurs expressions 
au moyen de w,, Ug, «--, Uy (!). Quand on échange deux facteurs 
consécutifs dans le produit dx,dx, ... dx,, on voit encore que 
ce produit change de signe et, par conséquent, quand on permute 
dune fagon quelconque les facteurs du produit symbolique 
dx,dx, ... dx,, ce produit ne change pas de signe ou change de 


(‘) Quand on permute les variables auxiliaires ui, le déterminant peut 
changer de signe, les deux signes possibles correspondant aux deux cotés 
d’uné surface dans l’espace & trois dimensions, Nous supposerons que cet 
ordre a été fixé une fois pour toutes. 

Pour tout ce qui concerne les propriétés des intégrales multiples d’ordre 
quelconque dans l’espace & n dimensions, je renverrai le lecteur aux Mémoi- 
res cités plus haut de Poincaré. 
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signe, suivant que cette permutation peut étre obtenue par un 
nombre pair ou un nombre impair déchanges entre deux fac- 
teurs conséculifs. 

Tout ceci s’étend évidemment A tout produit symbolique de la 
forme ¢ 


(3) Fdiy,dLq. +.» ALy,, 


X45 oy vey %y Ctant p nombres entiers différents, pris parmi les 


» 
n premiers nombres, si on n’étudie que des intégrales dans 
espace & n dimensions. Si l’on range ces indices dans un autre 


Th tcp ae ' Hest yea eo 3 
ordre (2',, 2's, ..., #,), le nouveau produit symbolique 
Fday, AXg!,-.. dLy, 


est égal au premier, ou égal au premier changé de signe, suivant 
que les deux permutations (a;, %, ..+5 %p), (H's, %'9, »-+) & p) Sont de 
méme classe ou de classes différentes. 

Il résulte aussi de la définition que tout produit symbolique (3), 
ou deux indices sont égaux, est identiquement nul, car le déter- 
minant fonctionnel 


D(x, Loyd +s »Ly,) 
D (wi, U2, ...5 Up) é 
a deux lignes identiques. 
Les expressions symboliques telles que (3) seront appelées des 


expressions monomes; F est le coefficient, dx,,dx,, ... dALy, est 


Vanalogue de la partie littérale dans un monome algébrique ordi- 
naire. 


Plus généralement, toute intégrale étendue A une variété 
d’ordre p de l’espace a n dimensions est représentée par la notation 


1= fs, 


ou » est une expression de la forme 
(4) ea =» Agia 66 tp lLg, AL yy »-- AL, 


les coefficients Var Rnd a, ©tant des fonctions des n variables 
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Hy, Ly, ..-, L, et la sommation étant étendue a toutes les combi- 
naisons des n indices p a p. Nous dirons que » est une forme sym- 
bolique de différentielles de degré p. 

ll est clair que le degré d’une forme symbolique ne peut dépas- 
ser le nombre 7 des variables, et que toute forme symbolique de 
degré nse réduit 4 un seul terme 


BE Woe is. « AL. 


n* 


On peut supposer. par exemple que, dans chaque combinaison, 
les indices sont rangés par ordre de grandeur croissante, mais 
cela n’est pas nécessaire. Quand on est amené A changer l’ordre 
des facteurs dans un produit symbolique tel que ALy, ALy, »-- AX e,, 
le coefficient correspondant doit étre changé de signe si la permu- 
tation change de classe. A chaque combinaison d’indices p a p, 


correspondent done p! fonctions Ay, 4, ».. ty qui ne peuvent diffé- 
rer que par le signe, deux fonctions A, ,, ..- ay et Ag! saa! = al, tant 
égales si les deux. permutations (a,, a, ..., %) et (a',, a’g, ..., a.) 
sont de méme classe, et de signes différents si les deux permuta- 
tions sont de classes différentes. 

Cette remarque trouve son application dans la réduction des 
termes semblables, c’est-a-dire des termes ou figurent les mémes 
différentielles, a l’ordre pres. On peut toujours ramener les termes 
semblables 4 contenir les différentielles écrites dans le méme 
ordre, en changeant, s'il est nécessaire, le signe de certains coeffi- 
cients. Cela fait, on peut ensuite remplacer tous les termes sem- 
blables par un seul, dont le coefficient est égal ala somme des 
coefficients de tous ces termes semblables, Par exemple, on a 

Adadydz + Bdydzdx + Cdxdzdy =(A + B— C)dadydz. 

La somme d’un nombre quelconque de formes symboliques de 
degré p est une forme symbolique du méme degré dans laquelle 
on pourra réduire tous les termes semblables 4 un seul, en appli- 
quant la régle précédente (+). 

Remarque. £2 On pourrait ainsi convenir que, dans le second 
membre de la formule (4), la sommation est étendue a tous les 


e 


(‘) Une forme est identiquement nulle lorsque, aprés réduction des termes 
semblables, tous les coefficients sont nuls. 
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arrangements p a p des n indices, en tenant compte des relations 
qui existent entre les coefficients correspondant a une méme com 
binaison. I] est alors entendu que chaque produit 


AX, Aly, ses ALy, 


x 


est mis a la place de 


OL y, 90 ahs; 
Ata Gis. ENO My eer Cig, 


dU, dU dUp 
U4, Up, ..., U, Gant p paramétres auxiliaires. La somme des ter- 
mes qui se déduisent de ’un d’entre eux par une permutation dans 
Vordre des indices est bien égale au produit 


Dy 5 Rl ys at ene 
po aguas %p) du,du, ... du 


LD QoHE, CEES ako Us) 


p* 


Ca SPONGE. 


On se sert aussi quelquefois de p systemes différents de diffe- 
rentielles, chacun d’eux correspondant & une des variables auxi- 
liaires, Par exemple, une forme du second degré 


i SAindaidecr 
s’écrira aussi, avec deux systémes de différentielles, 
o= SAu(dxdar — dxp5xi), 


la sommation étant étendue 4 toutes les combinaisons des n indi- 


ces deux A deux. 


23. Changement de variables. — Considérons d’abord le 
produit symbolique dx,dx,, et cherchons par_quelle forme sym- 
bolique on doit le remplacer quand on remplace les variables x; par 
de nouvelles variables y; li¢es aux premieres par les relations (1). 

Si les nouvelles variables y; sont remplacées par des fonctions de 
deux paramétres auxiliaires u,v, les variables a; se changent 
aussi en des fonctions de ces paramétres, et le produit dx,dx, doit 
D(a, £2) 

D(u, v) 
W@aprés les formules classiques du changement de variables dans 


étre remplacé dans tous les calculs par dudv. Mais on a, 


- 
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les déterminants fonctionnels, 


D(a, %2)__ NY D(x1. x2) D(yis yr) 
D(u, v) ae D(yi, yx) D(u,v) ? 


la sommation étant étendue & toutes lescombinaisons deux & deux 
des indices 7, A, qui peuvent varier de 1 an. Cette formule peut 
encore sécrire, en multipliant les deux membres par dudu, et 


remplagant ser dudv par dyidyx, 


da,dic, = ioneaa dy:dy rv. 


C’est le résultat que l’on obtiendrait en effectuant le produit des 
deux différentielles dx, et dx,, 


(32 dy, Lai Nese a a gan ' dyn) (2 dy, +... 42% * dyn); 
Y oY2 


suivant les regles habituelles du calcul algébrique en ayant bien 


soin d’écrire dans chaque produit partiel les facteurs dy; dans 
ordre méme ou ils se présentent, puis en tenant compte des 
régles spéciales au calcul symbolique, c’est-a-dire des égalités 
dy idyi == 10), dyidyk + dy pdy i= @- 
Il est clair en effet que, dans ce produit, il y a un terme en dyidyx 


qui a pour coefficient —* “fr °?2 et un terme en dy,-dy; qui a pour 


Yi Wk 
: coefficient 22 e . La somme de ces deux termes aak bien égale a 
rh L 
D(x, 2) d 
» ae 8! dy idyk- 
D(Yis yk) 


Le raisonnement est général. D’aprés les formules du change- 
ment de variables, on a 


LD Ga aap ses a) — D (2215 Dow eres ny (Yi, Ys wa09 ffi) 
LD ahs Ay code , D( (Yis Yky «+02 Yl) D(Uy, Ua, «+.» Up) 


By / Es eeey 


la sommation étant étendue a toutes les combinaisons des n indi- 
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ces p ap. En multipliant les deux membres de cette relation par 
du,du, ... du,, elle devient 


m (Diy 95 vary D(X1, Lo, ++.) Lp) 


di idt CLONE 
D(yi, yk, + Digan) hed 7 


(9) dada, ... dx 5=— 
ts Tests /t 
C’est encore le résultat que l’on obtiendrait en effectuant le pro- 


duit des p différentielles 


dx, sett dy, +... 1 dyes 


Y\ oY, 

Oe 009 
Ie, = 2? d pain) ; 
dx ati OI 2a Yn 


Waprés les régles ordinaires du calcul algébrique, en ayant soin 
WVécrire les facteurs dy; de chaque produit partiel dans l’ordre ou 
ils se présentent, et enn’écrivant pas les produits partiels ou figure- 
raient deux facteurs dy; égaux, puis en réduisant les termes sem- 
blables comme on I’a expliqué au numéro précédent. 

La méthode est la méme pour une forme quelconque de degré p. 
Il suffit d’appliquer laregle 4 chacun des monomes, puis de réduire 
les termes semblables. 

24. Produits symboliques. — Considérons d’abord deux 
formes symboliques réduites 4 deux monomes 


yp = Ada, diy, :.. AX,» ag = Bdag dary, ++. ALB, 


de degrés p et g respectivement. Nous appellerons produit symbo- 
lique des deux monomes wp, wg, et nous représenterons par wpwg le 
monome 


wpidg = ABdax, dx, ... dLy dx... dxg, 


obtenu en prenant pour coefficient le produit AB des deux coeffi- 
cients, et en écrivant dans leur ordre tous les facteurs da; de wg a 
la suite des facteurs de wp. 

Il est clair que ce produit wpwg sera identiquement nul, si l’une 
des différentielles dx; figure dans les deux monomes wp, wg, etdans 
ce cas seulement. 
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Considérons maintenant deux formes quelconques, de degrés p 
et g respectivement, 


One a) Aes Ay apt ey, AXy, ce AL 9 
f 
Og = DB, 6, aici p22, Arg, ke Axe |» “ 


et imaginons qu’on effectue successivement le produit de chacun 
des monomes de , par chacun des monones de w, d’aprés la régle 
précedente, puis qu’on fasse la somme de tous les monomes obte- 
nus, en réduisant les termes semblables. La nouvelle forme ainsi 
gbtenue est par définition le produit symbolique des deux formes 
Wp, %¢, et se représente par wpwg, 


WOpOg = DR set up PB, Bo awit BAX a, ata dx, AL, Arcs dxp,- 


Il est clair que ce produit symbolique est de degré p+ g ; on 
aura donc wp%g = 0, si la somme p + gq est supérieure an, puis- 
qu iln’y a quen facteurs dx; différents. 

La multiplication symbolique est évidemment une opération 
distributive ; ona 


(Wy + ws + ... + WK) = 40, + 0,05 + ... + OOK, 
(w, + @,)(w, + 04) = 0,0; + O40, + 203 + 0200. 


Mais l’opération n’est pas commutative. Quand on échange les 
deux facteurs wp, wg du produit symbolique, on voit facilement que 
chacun des monomes dece produit est multiplié par (—1)P7; on a 
done 
(6) wpiog = (—1)PFagrp. 


Si les deux nombres p et g sont impairs, on a 
(6)' WOpWg + Wq&p= 0; 
si l'un des nombres p ou q est pair, on a, au contraire, 
(6)" a Det Neca et 


Supposonsen particulier wg = wp ;si p est impair, la relation (6)' 
prouve que le produit ,.0, = (,)? est nul. Le carré @une forme 


.' . “AY 4 
G 5 ‘ 
‘ —— 
' ‘ ne 
‘ 
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symbolique de degré impair est done toujours nul identique- 
ment. 

Le produit symbolique d’un nombre quelconque de formes sym- 
boliques wp, »q, or, ... se définit de proche en proche comme le 
produit. algébrique d’un nombre quelconque de facteurs. Par 
exemple le produit apeigtin s’obtient en effectuant d’abord le produit 
symbolique wpw,, et en multipliant ensuite ce produit par w,. Il est 
clair qu'il faut ici tenir compte de l’ordre dans lequel on écrit les 
facteurs, A moins que tous ces facteurs ne soient de degré pair. 


Supposons que, dans le produit symbolique 


== 0,0, 72. WO, 


nous intervertissions deux facteurs Os ys de degrés p et g respec- 


tivement, séparés par plusieurs autres facteurs dont la somme des 
degrés est égale 4 r,r étant nul si.les deux facteurs »,, », sont 
‘ 


consécutifs. Pour faire eette opération, on peut faire passer w, 


devant Oy) puis faire passer », a la suite des autres facteurs qui 


“séparaient », et «,. Il est clair que cette opération revient a faire 


une certaine substitution sur les rangs des différentielles d’un 
quelconque des monomes qui figurent dans le produit symbolique. 
Pour faire passer w, devant »,, on a a effectuer en tout g(p +7) 


‘ 


échanges entre deux facteurs dx; consécutifs dans chacun de ces 
monomes ; pour faire passer ensuite », a la suite des facteurs qui 


précédaient »,, 11 faut faire de nouveau pr échanges de deux fac- 


teurs dx; consécutifs. Le produit symbolique est donc multiplié 
par 
(— 1)@'P+r) + pr = (— 1)9P+rP+9) ; 


s'il n’y apas plus d’un facteur de degré impair dans le produit 
symbolique, un seul des trois nombres p + q, pq, r peut étre 
impair, et le nombre pg + r(p + q) est toujours pair. Dans ce 
cas, le produit symbolique est indépendant de l’ordre des facteurs. 

Si les deux nombres p et g¢ sont de méme parité, p + ¢ est pair, 
et pg est pair ou impair suivant que p et ¢g sont tous les deux pairs 
outous les deux impairs, Done, guand on échange deux facteurs 
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dont les degrés sont de méme parité dans un produit symbolique, 
ce produit nechange pas si ces facteurs sont lous les deux de degré 
pair,etil change de signe s’ils sont tous les deux de degré impair. 

len résulte que tout produit symbolique, qui renferme deux 
facteurs identiques de degré impair, est identiquement nul. Car 
ce produit doit changer de signe quand on échange ces deux fac- 
teurs. 

La puissance m‘"* symbolique d’une forme « est le produit sym- 
bolique de m facteurs identiques & w. Toute puissance d'une forme 
de degré impair est, d’aprés ce qu’on vientde voir, identiquement 
nulle. Il n’en est pas de méme en général des puissances d’une 
forme de degré pair. Supposons » écrit sous la forme 


® =o, + wy +. + oy, 


@4, 2, +--+, o,, etant des monomes. Comme le carré d’un monome est 
toujours nul, ona 


Zs 
Ot aes 2 (WW. a O03 “hod O1Om oe Wp Ws TURE bal Om 1m)» 


car le produit de deux monomes de degré pair estindépendant de 
Vordre des facteurs. On a de méme 


se 
Qe 2.3 (20s ah NO ame ate Dm —2 2x19 m)> 


et dune maniére générale, w? s’obtient en multipliant par p! la 
somme de tous les produits p A p des rmonomes w,, w25 +++) ya: 
Pour justifier la définition d’un produit symbolique de plusieurs 
formes, il est essentiel de démontrer que cette définition est indé- 
pendante du choix des variables indépendantes. En termes plus 
précis, soient «,, w:, ..., »,, plusieurs formes et » leur produit sym- 
bolique. Si l’on fait un changement de variables quelconque, les 
formes ©, w, ..-, @,, Se changent en de nouvelles formes oy, By, ... 
Bn, @ Se change en o, et l’on a encore entre ces formes la relation 


DW == W,Wo -.- WD, 


m 


Cette propriété, qui joue un réle capital dans la théorie des for- 
mes symboliques, est encore une conséquence des formules du 
changement de variables. 
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Pour simplifier l’écriture des formules, considérons d’abord 
deux formes monomes 
a SEL Oe ek, ape Bdada., 
et leur produit symbolique 
@ = w,0, = ABdx,dx,dx,dx,dx,, 


les coefficients A et B étant fonctions de n variables indépendantes 
L,, Ly,..-, £,. En introduisant un nouveau systéme de variables 
Yi» Yor «+> Yn» , Se change en une nouvelle forme 


D (a, > La, ao) 


pam; Dye Yo yi) 


a A. dypdyidy;, 
la sommation étant étendue A toutes les combinaisons 3 a3 des n 
indices ; ». se change de méme en une nouvelle forme 
D(x, £5) Ls) gy 
my SS : nd. 
3 pa D(yk; yl) ays Yb 
la sommation étant étendue 4 toutes fee combinaisons des n indi- 
ces 2 a 2. Dans le produit symbolique 


By AB yes Daweh pie oe 


D(yns yis yj) od D(yies y?) dyndyidyAyedy., 


le produit dyndyidy ;dypzdyi se nie évidemment plusieurs fois. 
Calculons par exemple le coefficient de dy,dy,dy,dy,dy;. Si nous 
posons pour abréger 


Filme D(a, 2X9; #3) (ac, os) 
hi, j=" geo 
Ub bd) D(yh, Yis Yj) ois Dyk. yl) ’ 
ce coefficient est égal, il est facile de le voir, au produit de AB par 
la somme 


(1, 2,3)[4, 5}— (1, 2, 4) [3,5] + (1, 2, 5) [3, A] + (1,3, 4) [2,5] 
— (1,3, 5)/2,4] + (1, 4, 5) [2,3] — (2, 3, 4)[1, 5} + (2, 3,5) [1,4] 
— (2,4,.5)[1, 3} £ (3) 4, 5)[1, 2]. 


Or cette somme est égale, d’aprés une propriété connue des 
, A! . 
déterminants, au déterminant 
D(a, Lo, Ls, X4s Ls) 
D(Y15 Yas Yas Yar Ys)’ 
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et on démontrerait de méme que, quelle que soit la combinaison 
@indices (h, t, 7, k, 1), le coefficient de dyndyidy;dyxdy: dans le 


produit symbolique a, est égal a 
D (24, Lo, Lg,'Ly, Lz) 
D(yh, Yis Yi Ys Yl) 
On a donc pour ce produit symbolique l’expression 


D(24, 2g, Lay Ly, Ls) 


wo, — AB 
eke ha, Sorte D (Ys Vir Yds Yes Y2) 


dyndy dy ;dyndy.. 


Or le second membre n’est autre que la forme symbolique o 
déduite du produit » = ,, par lintroduction du nouveau sys- 
teme de variables. On a donc bien 


DW —— DW, 


et la démonstration s’étend évidemment au produit de deux mono- 
mes de degré quelconque. Si les deux monomes w,, , ont une diffé- 
rentielle commune dz;j, le produit » est identiquement nul. I] en 
est évidemment de méme du produit symbolique o,5,, qui con- 
tient deux facteurs identiques du premier degré. 

Il est a remarquer que la regle du changement de variables 


(n° 23) dans lemonomeAdx, ... dx, revient a effectuer le pro- 
4 


duit symbolique obtenu en remplagant dx, ,..., AL, par leurs 
expressions développées. 
Considérons maintenant deux formes quelconques 


SS Cy FE Cy SR osc FP yas 
Q2=2,+2,+... + Q,, 


w;, Qz étant des monomes. Ona 


Soient , w,, o, -.., Dm. I, M,, My, -.-» Hr, ceque deviennent les for- 
MES 0, 04, «++, om, 2, Q,,..., Qr par Vintroduction d’un nouveau 
systéme de variables ; 

=, te te es ft Om 

i=, + 0,+... + Or. 
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Le produit #2, se change en ojllp, et par suite le produit #2 se 


change en l’expression 


m Ife 
By oY will) ’ 
fa. et 


qui est identique au produit (o, +... + wm)(O, +... + Hr) des 
deux formes transformées. Le théoréme est donc vrai pour le 
produit de deux formes quelconques. Par un raisonnement bien 
connu, on en conclut qu’il est vrai aussi pour le produit d’un nom- 
bre quelconque de formes. 

Application.— Nous dirons que p formes linéaires 4, 025 -+-5 @p 
sont indépendantes lorsqu’il n’existe aucun systeme de coefficients 
ys hos v1) Ay» dont l'un au moins n’est pas nul, tel que lon ait 
identiquement 


(7) 2,0, + Ags + .+ + 2,0, 0. 


Pour que le produit symbolique de p formes linéaires soit nul, 
il faut et il suf fit que ces p formes ne soient pas indépendantes . 
1° La condition est suffisante. — Supposons en effet que les p 


formes o,, wo, ..., o, vérifient lVidentité (7), le coefficient 4, par 


Pp 
exemple n’étant pas nul. On peut alors écrire cette relation 


Wy = yO, TP Peg Tove TY 1p ay 
et le produit 


Wy Wo oe. Wy = Wy Ws... Wp 4 (uyo, + pow. +... + ey 4p 4) 


est nul, car chaque produit partiel contient deux facteurs linéaires 
identiques. 


2° La condition est nécessaire. — Supposons d’abord que l’on 
ait n formes linéairement distinctes 


Oy = Gj,d0, -....- aindan, - (0 == 1, 2.,4.1n): 


le déterminant 


Die) (Aan ois a, 

a, Age Aon, 
A si 

Qn ane ae Qan 
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est alors différent de zéro, On véritie aisément, d’aprés la régle de 
la multiplication symbolique, que Pon a 


Oy Ose Op = AAA). 34, Cabs 
_et par suite le produit w,0, ... », n’est pas nul. 

Si lon a p formes linéaire ,,02, ..., ©, (p <n) indépendantes, on 
peut toujours leur adjoindre n — p autres formes w, ,,,..., 0, for- 
mant avec les premiéres un systeme den formes linéairement 
distinctes. D’aprés ce que nous venons de voir, le produit 0,0, ... 0, 
nest pas identiquement nul. Il en est done de méme du produit 
1 Wo w+ Wy. 

25. Diviseurs linéaires d’une forme. — Une forme sym- 
bolique Q est dite divisible par une autre forme o, s’il est possible 
de représenter la forme Q par un produit symbolique dont » est un 
des facteurs : @ = Qo; la formewest alorsun diviseur de Q. Lest 
toujours possible de reconnaitre par des calculs linéaires si une 
forme donnée Q est divisible par un autre forme donnée » ; soient 
en effet pet p—r les degrés de ces deux formes. La forme Q, 
doit étre de degrér, et les coefficients inconnus de cette forme 
doivent satisfaire & un certain nombre de relations linéaires que 
Von obtient en écrivant que les coefficients des mémes termes dans 
le produit symbolique Q,» et dans @ sont identiques. Nous allons 
nous occuper en particulier de la recherche des diviseurs du _pre- 
mier degré d’une forme. 

Pour que Q soit divisible par une forme linéaire o, tl faut etil 
suf fit que le produit Qw soit identiquement nul. 

Il est évident que la condition est nécessaire, car le produit 
symbolique Qw contient alors deux facteurs identiques du premier 
degré. Pour démontrer que la condition est suffisante, supposons 
que  contienne da,, de telle sorte que l’on puisse exprimer dz,, 
au moyen DEE OG, As, ACS 5 : 


(bs aw + a,dx, tot care bear ise Oe 


La forme Q peut alorss’exprimer au moyen de dx,, dx,, ...,dx,,_4, 


w et s’écrire 
Q == Q, + Q30, 


Q, et 2, étant deux nouvelles formes qui ne renferment que 
 G. Prob. 7 
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dx,, dx», ..., dx, ,. Le produit Qo = Q,o ne peut étre identique- 
ment nul que si la forme Q, est elle-méme identiquement nulle. _ 
Soit en effet 

Ai ALICE 1 OL 
un terme quelconque de Q, ; le coefficientde dxjdxz, ... dajdxy dans 


4 Aik... 
a 


le produit symbolique Q, est égal , et par conséquent ce 


produit ne peut étre nul que si tous les coefficients Aix ...; sont 
nuls. La forme 9 est donc égale au produit symbolique Q,w. 

Pour reconnaitre si une forme 2 de degré p a n variables admet 
des diviseurs linéaires, on cherchera 4 déterminer n coefficients 
G4, %, ..., a, de telle fagon que le produit 


Qu = Q(a,dx, + a,dx, + ... + «,dx,) 
soit identiquement nul. Comme ce produit est de degré p + 1, on 


FUTUR —— ened oN Cae , o Si arity ue \ 

aura en tout ES EP équations linéaires et homogenes 
; Ie 2 rte pt) 

pour déterminer les coefficients «;. Si ces équations sont, incompa- 

tibles, la forme @ n’admet pas de diviseur linéaire. Lorsqu’elles 

sont compatibles, elles admettent r systemes de solutions linéaire- 


ment distinctes, et par suite la forme Q admet r diviseurs du pre- 


‘mier degré @,, 9, ..., or, Linéairement indépendants. 


La forme 2 est alors divisible par le produit symbolique 
Siowwen wp, ainsi qu'il résulte de la propriété suivante : Si une 
forme Qest divisible par k facteurs ( k< n) du premier degré 
W4, Wg, «ey OK, Linéairement distincts, elle est divisible par le pro- 
duit w,W. .... Wf. 

Il nous suffit évidemment de montrer que si le théoréme est 
établi pour # — 1 facteurs linéaires, il. est vrai aussi pour k fac- 
teurs. Soient 


Oa 67,00; Ode Ac bs (i= oor erate) 


‘; formes linéaires indépendantes ; tous les déterminants d’ordre & 
déduits du tableau 
AL a) see Qin |} 


)e4 Aho tee akn 
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ne peuvent étre nuls a la fois. Nous supposerons par exemple que 
le déterminant . 


Oy io ae Qa Ie 
a a a 
24 22 ache ak 
A SS 
Hey Lhe see Ahk 
nest pas nul, de sorte que dx, dx2, ..., dxz peuvent s’exprimer 
linéairement au moyen de 04, wo, ..., on,AXp 44, «0, ALn. 


Soit maintenant Q une forme telle que l’on ait a la fois 
iy == 058 OU == 0,24: ap = 0"; 


nous voulons démontrer que Q-est divisible par le produit symbo- 
lique w,. ... wz. Le théoréme étant admis pour / — 1 facteurs, on 
a déja 

Q = 0, ... we4Q,, 


et la forme Q, peut s’écrire 4 son tour 
Q, = Q, + Q,woz + Q,, 


2, et Q, ne contenant que les différentielles dxp44, ..., dXpn, et un 
terme quelconque de &, étant divisible par une des formes 
4, .-+) OR—1- On a donc 


Q = w,, ... OR—1(Q, + Qyep), 
Qo, = O40 «-. Of1Q,0f.- 


Pour que Qu, soit identiquement nul, il est nécessaire que Q» 
soit identiquement nul. Soit en effet 


Ay...dxida;y ... day 


un terme quelconque de Q,, tous les indices 7, J, ..., / étant supé- 
rieurs 4 k. Le coefficient de dx, ... dxpdxida; ... dx; dans Qu, 
est au signe prés Aj...7A; il faut done que l’on ait Ajj...; = 0 pour 
toutes les combinaisons d’indices, et par suite on a 


OD = =E gH We «-. OR-1WR- 


Il suit de la que, si une forme a admet r diviseurs linéatres. 
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distincls et r seulement 0,4, ©, +.., or, cette forme est égale a un 
produit symbolique de r + 1 facteurs 
(8) QO, == 040409 «-- Wr, 
la forme a, n’admettant plus de diviseur linéaire. 
Cette décomposition peut d’ailleurs ¢tre effectuée dune infinité 
de maniéres. Si l’on pose en effet 
. B, == 0,0, + AyoW5 => =. + pr, 


Dg == Ay, + AgoWe + ++. F Aare, 


or — Ap, + Argo 4+ ove + ArprOr, 


le déterminant des coefficients aj n’étant pas nul, on a 


Ay, Aye ee Air 
Cai as Qer 

WW... Wp = Og 2+. Wr, 
ap, ape Aa a3 Arr 


et Qest aussi divisible par le produit w,a, ... ar. 


Remargug. — Soit 0 une forme de degrén—1 a n variables ; le 
produit symbolique 0(4,dz, + ... + «dx, contient un seul terme 
en dx,dx, ... dx,,. Ces coefficients 4; sont assujettis a vérifier une 
seule relation linéaire ; il y a donc n— 1 diviseurs du premier 
degré linéairement distincts et, par conséquent, foute forme © de 
degré n—1an variables peut étre représentée par le produit 
symbolique de n— 1 facteurs linéaires (Cf. n° 2'7). 


ExempLe, — En dehors du cas que nous venons de citer, une forme 
symbolique quelconque n’admet pas en général de diviseur linéaire, si 
ses coefficients sont arbitraires. 

Considérons par exemple une forme du second degré a quatre varia- 
bles. 

2 = Apdaydx, + Aysdxidx3 + Ay,daydax, + Aosdaeday + Aydaxsda, 
+ Ag,dxsdx, ; ; 
le produit Q(a;da, + adxz + asda + a,da,) développé est égal a 


)  (Atg%3 — Ayszo + Agsns)daydxeday 
+ (Aram, — Ayyas + Agges)darydaoda, 
+ (Ais% — Asgas + Asgas)daydaxz,dax, 
+ (Asse, — Angas + Asguo)daodasda,. 


\ 
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Pour que ce produit soit nul, les coefficients «1, «2, «3, 4, doivent 
vérifier les quatre relations 


Ag3%, — Ay3h% ++ Ayoas = 0, 
(9) reve — Aja, > + Aja, = 0, 
3 


34% s= Ay,y%3 + Ap3&, === 05 
Asya — Agia; + Assa, = 0. 


Il faut donc que le déterminant symétrique gauche 


0 Ay. — Ats Ass 
git) Patan Ane As 
A s ‘14 1 Wen a eae ieee Westie 
Aig — Ay, (a) As, ( 42ch34 + AygAyo + Ady 23) 


<= Ags As, — Az, 16) 


soit nul, S’il en est ainsi, les équations (9) se réduisent A deux équa- 
tions distinctes, et la forme © admet deux diviseurs du premier degré 
linéairement distincts. Il était évident @ priori que si est divisible 
par un facteur linéaire, il en admet une infinité. Si l’on a mis sous 
forme d’un produit symbolique 


are O,.= 0402, 
on aura aussi 


O= (yo + 402) (how + 3009) 


pourvu que les fonctions )1, d2, v1, we veérifient la condition djpe 
— op, = 1. 

On verra plus loin (Chap. VII) que, par un changement de variables 
convenable, on peut ramener un systeme‘de deux équations de Pfaff a 


quatre variables 4 l'une des formes suivantes 


(I) dy2— ysdyx = 0, dy3 — yydyr = 9, 
(It) dy2 = 0, dys — yydys = , 
~ (IID) di" 05 dy, ="0. 


Lorsque le déterminant A est nul, la forme © peut donc étre ramenée, 
par un changement de variables, 4 ’une des formes suivantes : 


2 = K(dy2 — ysdys)(dys — ys), 
2 = Kdy2(dys — yy); 
26. Formes dérivées. — Soit 
Gos Saree 4g eg tE g AL 4, aes dL y, 


une forme symbolique quelconque de degré p. On appelle forme 
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dérivée dew, et on représente par la lettre w’ la forme de degré 

p + 1 définie par une somme de produits symboliques 

(10) EEDA hn gatlih tule, caro 
En remplagant tous ces produits symboliques par leurs expres- 

sions développées, il vient 


— 
wlan) ane e cp ptt Bay Ay 20 IL 49 


la sommation étant étendue 4 toutes les combinaisons des n indi- 
cesp+1ap-+1. Les coefficients de cette nouvelle forme ont 
deux expressions différentes suivant la parité de p. Si p est pair, 
ona 


Il 
(11) J 61019 ee Opt 
oA A oA 
ah O1ho... Xp ue A... apkp+4t si aie Aaptitg... &p—i 
Paw hee Ix a ax 
Sp-+1 oe ap 


avec des signes + seulement dans le second membre. Si p est 
impair, on a 


12 
( ) JO crsces oe - Opti 
oA oA : 
ae 142... ap OQ... Kphpti Te Ap+1% ..- &p—1 
oe da Ix PCCW aes Ix > 
Spat 4 Xp 


avec le signe + et le signe — alternativement. 
Si est une forme linéaire 


w= A,dx, + A,dx, + ... + A,da,, 


la forme dérivée w' a pour expression 


U >: oAj oA 
oe ‘ce are. z )derndor, 
core 


OLR OVI 


ou, en remplacant dx,dx; par dxxsx; — dxjxp,, avec deux syste- 
mes de différentielles (no 22) 


dAi oA 
ee } tee rade a (dxp82i — ASL). 
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La forme dérivée w' dune forme de Pfaff est donc identique, 
au signe prés, au covariant bilinéaire (n° 8). 

Nous allons montrer dans ce paragraphe que les propriétés 
essentielles du covariant bilinéaire s’étendent ala forme dérivée 

? ft 
dune forme de degré quelconque. Nous allons d’abord démontrer 
que w' est un covariant de w, relativement a tout changement de 
variables. Si avec des variables nouvelles y,, y5,..-,Y,, la forme w 
se change en a: 


Sey By ey dy Yas +++ UY,» 


la forme w’ dérivée devient, avec les mémes variables, la forme a! 


dérivée de a, 
Bae DAB cs ONO cep EY cx, TY cg ae AY, 


Prenons, pour simplifier l’écriture, une forme du second degré, 

et soient 
o = Aundeider, a= MBindyidyr 
i, R i, & 

deux formes symboliques qui se déduisent Pune de l’autre par un 
changement de variables xj= ¢i(y,, Yo,+-+) Yn). Supposons que 
Yr» Yoo +++) Yn» Ct par suite x,, Ly, ..., £, Soient exprimées au moyen 
de trois paramétres auxiliaires u, v, w. Les formes w eta devien- 
nent respectivement 


— pa 2 Aue) ae dudv + nore dvdw Mavens 


ou _ ( Diyi, yk) D(yi, YR) D(yi, yr) 
o= ps Bin} Dia) dudv + ae dvudw + Dieu} SHAS 
En égalant les coefficients de dudv, dvdw, dwdu dans Videntité 
© =a, on a donc les trois relations 


» Pe eas 3) Hoe oa = 23m D(yi, - 


D(u, v) ” 


Dau! Beri Ya Me m, 


k 


D(ai, ra) Dyin yr) 
Yaa Mane D(w, u) Fo, a Diw, u) * 
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Différentions ces trois relations par rapport aw, w, v respecti- 
vement et ajoutons les relations obtenues ; en tenant compte de 
Videntité 


" 2 tb) a (DiS D4 2 Det 


un Ver Oe SDI To G)y oe OS DU) 
dw ( D(u, v) § Du nT w) J D(w,z) 


il vient une nouvelle relation 


si AT D(ai. xr) 0x1 Divi, vp) 21. , Dlai, xp) dat 
se, 


pat Or D(u, v) dow D(v, w) du D(w, uw) dv 


Bik ( D(yi, yk) 2yt | Diyinyr) 2yt , Dyis yk) 2yt 
soe md DY! t D(u,v) dw Div, w) du Dw, u) dv 


ou plus simplement 


y Aik D(xi, Lk, Li) > Bik D(y*, yrs Yl) 


day D(u, v, w) dyt Diu, v, w) 


i, k,l i, By l 


On peut encore ¢écrire cette relation en multipliant les deux 
membres par dudodw, 


dAik a hs 
> ae dxidx;,dxi = ee E 5 yi idyndyi, 


Teste BAS! 
ou 
(13) SY dindxidan = » dBindyidyn. 
i, k ik 


Or les deux membres de cette identité sont précisément les for- 
mes dérivées w’ et a’ des deux formes eta. La propriété énoncée 
est donc établie pour les formes du second degré, et la démonstra- 
tion est la méme pour les formes de degré quelconque. 

Si une forme est la somme de plusieurs autres », + ... + p, 
ilest évident que w' est égale 4 lasomme des dérivées o!, + ... + 0p. 
Cherchons de méme la dérivée d’un produit o = o,., et considé- 
rons d’abord le cas ou, et w, sont deux monomes, 


oO, = A cea ie AL ys W. = Bdxg, see axe, 


Gy 


W = 0,0. == ABdx, nc0 AL AL isis dig, - 


os, ,* 
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Ona 
w= (o,0,) SS (AdB + BdA)da,,. hi dx, Axe, eer dike, 
= dhdx, dx, i dx,,(Bdag, <i Axe.) 
+ (—1)PAda,, ote da, (dBdarg ah dike ,); 


c’est-a-dire 
(49)! = w',2 + (— 1)Pw,0',. 


En reprenant le raisonnement du n° 24, on voit que la formule 
est vraie pour le produit de deux formes symboliques quelconques. 
Plus généralement, la dérivée d’un produit symbolique de m for- 
MES ,, Wg, --., ,, a pour expression 


(14) (@,, mat Om)! ae OOD sec Oes, eaes 0", Soran) Nicer pe Re 


F 
as Dy ree On 1 mo 


ce qui montre que la dérivée d’un produit est nulle, si chaque fac- 
teur a une dérivée nulle. 

On a déja observé (n° 3) qu'une forme de Pfaff est une diffé- 
rentielle exacte lorsque la forme dérivée wo’ est identiquement 
nulle, et dans ce cas seulement. Si on convient de regarder une 
fonction ordinaire des variables x,, x,, ..., “, comme une forme 
d’ordre zéro, on peut dire que toute forme du premier ordre, dont 
la dérivée est nulle, est elle-méme la forme dérivée d’une forme 
d’ordre zéro. La propriété précédente peut alors étre considérée 
comme un cas particulier de la proposition'générale suivante : 

Pour gwune forme » de degré p soit la dérivée @une forme de 
degré p—1, tl faut et il suf fit que la dérivée w' soit tdentique- 
ment nulle. 

On peut vérifier immédiatement sur les expressions (11) et (12) 
des coefficients Jogo. eepi-t 


quement nulle, c’est-a-dire que la forme quel’on déduit de ’ de la 


de w' que la dérivée de wo’ est identi- 


méme fagon que l’on déduit w’ de , a tous ses coefficients nuls. Mais 
on peut le voir plus simplement en observant que la forme dérivée 
dun produit symbolique tel que 


dAdx,. ae O95 


&p 
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est nulle, puisque tous les facteurs ont une forme dérivée identi- 
quement nulle (formule 14). La condition énoncée est done néces- 
saire. 

Pour prouver qu’elle est suffisante, nous n’avons qu’a généraliser 
la démonstration du n° 8, ot le théoréme énoncé a été établi pour 
les formes du second degré. Soit » une forme de degré quelconque 
p> 2 dont la dérivée est identiquement nulle, c’est-a-dire dont les 
coefficients vérifient, suivant la parité de p, l'un des deux systemes 


de relations @ 
oA oA oA 
Oy. &p Qaienss Apstet Op41%y ve Bp—1 
(15) Ra eae a aS Lae Gret Be ee == 0, 
%p-+4 a &p 
oA 0A oA 
(16) ay soe Op ag ++ Xpti a0 baie apie es eal 6 
ac dx wx s 
&p-+4 on %p 


quelle que soit la combinaison d’indices (%,, #9, ..., %)4,)- Nous vou- 
lons démontrer qu'il existe une autre forme © de degré p— 1 (et 
méme une infinité) 


Or 
Ce ee ee acces ied 


dont la forme dérivée Q' est identique & w. 

Nous le démontrerons en supposant que pest un nombre pair ; 
la démonstration serait toute pareille pour p impair. Considérons 
d’abord une forme de degré pap + 1 variables, que nous écri- 
rons, en modifiant un peu les notations du cas général, 


o = Ada, ... dy, + Agdxy... dX, .,dx, +... + Ap. da, ... dx, 5 


la forme dérivée contient un seul terme qui est, p étant pair, 


jee, OA, OAs ’ oA +4 ’ 
Q == eS + =. +o. Pear: ) GAL Axp+4, 


et les conditions (15) se réduisent 4 une seule — 


OA, dA, oA +1 
I a 2 nals Ce ap la 
(17) Ag ES a + Sa r) 
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Cette condition étant supposée vérifiée, soit 2 une forme de 
degré p — 1 
Q= C,dx, ... dx, + Cydx, ....dx,dax, +... + C,dx, ... AXLy 1 
\ 
ou ne figure pas la différentielle dx,,, ; on a, puisque p — 1 est 
impair, 


oc dCs ; * 
Ores oe os Rid gle: =) dx,di, ... de 
Lp 


ars or aXe P 
aC, 
ao eee nie eae ete be 
daepia ? pI Ly +4 
dC oc 
ie lie 6 Kon Ue 
ne dx, ... AX, ,,dxL,—... + CER A et IL gay: 


| Opt 


Pour que cette forme 0’ soit identique a a, il faut que l’on ait 


2 ASTI SLAy \piec e 2Cp—1 __ pal SF ata 
(18) p14 dxpta Opts PY dap? 
I 

Bly Fe OCge Oly Sie BOR 

Aor | pags aloo rie. oe ptt 


On tire des p premieres relations 


Lp tA 
¢,=— A,dxp+1 + U,, 


% 
Lp+t Zp+i 
Cc, = [ Setoy + U,, ..-, Cp= [Seda + Up, 
e/ & «/ A 
a, étant une constante choisie A volonté, et U,, U,, ..., U, des 
fonctions arbitraires des p variables x,, £,, ..., X,. En rempla- 
gant C,, G,, ..., CQ, par les expressions précédentes dans la der- 
niére des relations (18), et en tenant compte de la condition (17) 
que vérifient les coefficients A;, elle devient 
(19) = fe = ayen ae 4 My yy (2p 1009 By} %) =O. 

On peut choisir arbitrairement p— 1 des fonctions U;, et la 
derniére s’obtient par une quadrature. 

La proposition est done établie pour une forme dedegré pap + 1 
variables. Pour prouver qu’elle est générale, il suffira donc de 
montrer que, si elle est vraie pour une forme de degré pan— 1 
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r 


variables, elle est encore vraie pour une forme de degré pan 
variables. 
Soit » une forme de degré pair a p in variables dont les coeffi- 


‘cients A, ,, verifient les relations (19) pour toutes les com- 
PAD, ores MD 


binaisons d’indices p a p. Il s'agit de prouver quil existe une 


forme de degré p— 1, 
’ 


(20) = VG re tip 19 Pec, A AL, 43 

telle que l’on ait, pour toutes les combinaisons d’indices, 

(21) A Ses lp —A aC. w+ &p ay : pee, 6. Ap—2 

erg He) axe ee OS ie aaa . 
op ay Weil 


Nous pouvons méme supposer que la différentielle dx,, ne figure 
ras sane See te sorte que tous les coefficients Ces Ene es 
ou l'un des indices est égal an, sont nuls. 

En considérant les relations (21) ot l’un des indices est égal a n, 


ou l’on a par exemple a, == 7, on en tire 


aC 
—- mates Sp Spr 
Gq... 4p—in wn ? 
et par suite 
Cn 
A hQ «0. Ap—4 Tie a pce cep —1n'b&n oy Ure Son ap-1\L1 2, ney CAs 
a ao 


#, étant une constante, et U ip (1,25, ..., Lp—1) une fonc- 


O14)... 
tion arbitraire des n —- 1 variables x, ..., 2-1. Il reste 4 montrer 


que l’on peut choisir ces fonctions Wes _, de fagon a satisfaire 


- 2p 
aux autres relations (21) ou tous les indices sont inférieurs a n. 
Si, dans une de ces relations, on suppose tous les indices infé- 
rieurs a7, elle devient, en remplagant les coefficients Cj... 7 par les 
expressions précédentes 


aU aU aU / 
cea a1h9 1. Up—-1 2 ss Sp aie is apy... &p—Q 
A1XQ oo. Kp ax Ix ad. Ix 
; Xp a ap—1 
Urn 
SAU Ste ? SAD 2A 
diced Q ++. pn phy ++. Kp—In 
+ ar pda unt ox dan, 
4p m4 &p—-1 


XK : ’ 


ae 
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ou, en tenant compte de la condition (15), ou les indices sont 
yy Hoy wes Hy I, 


en 
JA aU oU 
—— &1 42 --.4p Ay A... Ap— AQ we p 
A este <.. Op x xn +: : ; oe : “ 
n 
hy 


Oo > 
ap ay 


aU 
Kp, ... Kp—2 


+ 


I 
&p—1 


On peut encore écrire cette condition 


, aul o 
(22) (A ) 2S US Manic) a&p—1 we! oa. ap ket 4p—2 
PACD eyed nig ww, oat ; 
P dt 


\ 


et on a, pour déterminer les fonctions Uj ...;, un systéme d’équa- 
tions tout a fait pareilles aux équations (21), ou x, a été remplacé 
dans le premier membre par une constante a). Or, si l’on prend 
dans les conditions (15) le groupe formé par les conditions ot ne 
figurent que les coefficients dont tous les indices sont inférieurs 
an, ce groupe de conditions exprime précis¢ment que la forme o, 
déduite dew, en y remplagant x, par la constante a, et dx, 
par zéro, a une dérivée wo’, identiquement nulle. Le théoréme 
*que nous voulons démontrer étant supposé vrai pour une 
forme de degré p 4 n —1 variables, les équations (22) sont 


done compatibles par rapport aux fonctions UL. “UL, et par 


kp — 
conséquent le théoréme est vrai aussi pour une forme de degré pan 
variables. 

La démonstration prouve méme que, si les relations (15) sont 
vérifiées, il existe une infinité de formes © de degré p— 1 ayant w 
pour forme dérivée, et dont les coefficients se déterminent par des 
quadratures. Si l’on a obtenu une de ces formes ©, toutes les autres 
s’en déduisent immédiatement. En effet, si deux formes Q, 0, ont 
la méme forme dérivée o, la différence 9 — Q, a une dérivée iden- 
tiquement nulle, et par suite cette différence est la dérivée dune 
forme « de degré p—1. La réciproque est évidente. Si l'on a 
Q' =o, il est clair que la forme 2 + o' a aussiw pour forme 
dérivée, quelle que soit la forme de w de degré p —1. 
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Les formes dérivées interviennent dans la généralisation de la for- 
mule de Stokes. Soit» une forme symbolique de degré p; Vintégrale 
I, = fo, étendue 4 une multiplicité fermeée Ey d’ordre p de Vespace an 
dimensions, est égale, d’aprés le théoreme de Stokes généralisé, a une 
intégrale d’ordre p + 1 étendue 4 une multiplicité Mp+1 4 p + 1 dimen- 
sions limitée par Ep, et cette nouvelle intégrale est représentée par fo’, 
ou o! est précisément la forme dérivée de » (!), Cette liaison entre les deux 
formes symboliques », ’ explique bien pourquoi »! est un covariant 
de », car elle est évidemment indépendante du choix des variables. Elle 
explique aussi pourquoi la dérivée de o! est identiquement nulle. En 
effet, Vintégrale fo! étendue 4 une multiplicité Ep44 peut étre rempla- 
cée par Vintégrale fo étendue a la multiplicité E, qui limite Ep+1. Il 
s’ensuit que V’intégrale fw! étendue a une multiplicité fermée est nulle, 
puisque la multiplicité E, disparatt dans ce cas. Or Vintégrale fo’, 
étendue a une multiplicité fermée Ep44 peut a son tour étre remplacée 
par Vintégrale fw" (ot »” est la forme dérivée de ’) étendue a une 
multiplicité Ep+2, limitée par Ep44. Cette intégrale devant étre nulle, 
quelle que soit la multiplicité Ep+2, il s’ensuit que la forme o" est 
identiquement nulle. Inversement, si une forme de degré p est telle 
que Vintégrale fw étendue 4 une multiplicité fermée quelconque Ep 
est nulle, » est une forme dérivée. Car Vintégrale fo’ étendue a une 
multiplicité guelconque Ep+4 doit étre nulle, ce qui ne peut avoir leu 
que si’ est identiquement nul. 


Les formes dérivées jouissent donc, dans la théorie des intégra- 
les multiples d’ordre quelconque, des mémes propriétés que les 
différentielles totales dans la théorie des intégrales curvilignes. 
Cette analogie justifie le nom de différentielles totales que leur a 
donné Poincaré ; pour éviter toute méprise, nous les appellerons 
différentielles totales symboliques. 


Remargue. — Si dans une forme dérivée on remplace l'une des 
variables par une constante, et la différentielle correspondante par 
zéro,la forme a n—t variables obtenue est encore une différentielle 
totale symbolique. En effet si l’on fait parexemplex , = C, dx,=0, 
la forme obtenue ne renferme plus que les termes 


N 
Ee A tig tL q AL 4, erie dx, » 


(!) Je renverrai pour la démonstration aux travaux cités de Poincaré. On 
suppose, bien entendu, que tous les coefficients de la forme #, ainsi que leurs 
dérivées, sont continus dans un domaine renfermant les multiplicités dont 
il est question dans l’énoncé. Voir, sur ce sujet, plusieurs Mémoires de 
M. Bunt dans les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (1912-1918). 
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ou tous les indices sont différents de l’unité, et les relations qui 
expriment que cette forme est une différentielle totale symbolique 


sont comprises parmi celles qui expriment que la forme considérée 
est une forme dérivée. - 


27. Extension du probléme de Pfaff. — Etant donnée une 
forme linéaire de différentielles o =A,dx, + A,dx, +... + A,dx,, 
ou les coefficients A; sont des fonctions des n variables xj, le pro- 
bleme de Pfaff peut ¢tre posé comme il suit : Trouver dans [espace 


x 


a n dimensions toutes les multiplicités Mp & r dimensions 


(1<r <n) telles que Vintégrale Jw, étendue a une ligne quelcon- 
que située sur M,, soit nulle. Si, au lieu d’une forme linéaire, on 
prend une forme symbolique » de degré quelconque p, une 
généralisation toute naturelle du probléme précédent consiste a 


\ 


trouver dans Vespace a n dimensions toutes les multiplicités — 
M, ar dimensions (p <r<_n) telles que Vintégrale fw, étendue 
a une variété quelconque dordre p faisant partie de M,, soit 
nulle. ) 

Ce probléme d’une si grande généralité comprend la plupart des 
problemes classiques. Toute multiplicité de ’espace a n dimen- 
sions, satisfaisant ala condition précédente, sera dite une multi- 
plicité intégrale, ou plus simplement une intégrale, de ’équation 


(23) Op Oe 


Nous ne nous occuperons que des intégrales appartenant a des 
familles d’intégrales telles qu'il passe une intégrale de cette famille 
et une seule par chaque point de Vespace, ou tout au moins d’un 
domaine assez restreint de l’espace. Ces intégrales M; sont alors 
représentées par un systéme d’équations 


(24) A 5) — Ci; ths — Cg, sty fn = Cn—r, 


C,, C,, ..., Car étant des constantes arbitraires.: 

La détermination de ces familles d’intégrales 4 7 dimensions se 
raméne a lintégration d’un systéme d’équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre, dont I’étude ne semble pas avoir été 
abordée, lorsque p est > 1. Il est facile de former ce systeme 


~ 
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Wéquations en s’appuyant sur les propriétés d’invariance d’un pro- 
duit symbolique. 
Proposons-nous d’abord de rechercher s’il existe des familles 


Wintégrales & n — 1 dimensions. Soit 
’ @' 
(25) if (Gea alae meee en 


une équation définissant une famille d’intégrales de cette espéce. 
Imaginons que l’on prenne un nouveau systeme de variables de 
facon que l’équation de cette famille d’intégrales soit, avec les nou- 
velles variables, 


Y=; 


la forme o se change en une nouvelle forme symbolique ow de degré 
pen dy,, dy,, ..., dy,. Pour que Vintégrale Jo étendue a une mul- 
tiplicité queleonque de degré p, sur laquelle y, est constant, soit 
nulle, il faut et il suffit évidemment que dy, figure dans tous les 
termes de a ou, ce quirevientau méme (n° 25), que le produit ody, 
soit identiquement nul. Si Von rvevient aux variables primitives, le 


produit ody, se transforme en wdf (n° 24), et lon peut énoncer le. 


théoreme suivant : 

Pour que les multiplicités M,,_, définies par Véquation f = C, 
sotent des intégrales de léquation » =o, i fautet ilsuffit que le 
produit symbolique wdf soit identiquement nal. 

Kn égalant a zéro les coefficients de tous les termes de ce produit 
développé, on obtient un systéme d’équations linéaires aux déri- 
vées partielles du premier ordre qui doivent étre compatibles pour 
que l’équation o =o admette des familles d’intégrales &n —1 
dimensions, Dans le cas particulier 04 p =n —1, le produit sym- 
bolique wdf ne renferme qu'un terme en dx,dx,...dx,, et le 
systeme qui détermine / se compose d’une seule équation. 

En simplifiant un peu les notations, écrivons 
wo = A,dax,...dx,+ A,dx, ...dx,dx, +... + A,dx,dx, ...dx. 
le produit wdf a deux expressions différentes suivant la parite 
de n. Sin est impair. 


m—i ) 


odf=\ a, af +A 2h + + A,2f dada, 1. dx 


ILy, * ie 


ens 
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et, si est pair, 


odf = arog af 2 eee wf Di ine A, 


Suivant la parité de n, la fonction f doit satisfaire 4 l'une ou 
lautre des deux équations 


(26) 


BRE ehh =F 4 ea AE Se 


Cee, Ie In 

af A: — 0) 

26)! De Eh eS ery Oe Bea 
(26) AO ves e apt aye 


Le résultat s’explique facilement dans l’espace a 3 dimensions: soit 


o = Adydz + Bdzdx + Cdady; 


ona 


pS (A ie eden, (oes ) dadydz. 
0 62 oY Oz 
Pour que l’intégrale fm, étendue A une portion quelconque d’une sur- 


face S représentée par ’équation f= fo soit nulle, il faut et il suffit 
que la fonction f(x, y, 2) vérifie la condition 


(26)" a 2f +B ae + ieee 
oY Os 
Ceci est bien d’accord avec la signification de Vintégrale fo, car un 


élément de cette intégrale est égal 4 (Acos «+ Beos 8 + Cceosy) da, 
z,B, 7 étant les angles que fait la normale a la surface avec les axes, et 
la condition (26) exprime précisément que la normale est perpendicu- 
laire a la droite de paramétres directeurs A, B, C. 


Siw est de degré quelconque, et admet r diviseurs du premier 
degré linéairement distincts ,, , ..., pr, la forme © est égale aun 
produit symbolique 


W == N42... Wp, 
la forme © n’admettant plus de diviseur linéaire. Pour que le pro= 


duit wd/ soit nul, df doit étre un diviseur de » et par suite une 
combinaison linéaire des 7 diviseurs w,, 2, ..., pr, 


ha Ayo, + Redo 2 Apap. 


On est donc ramené ala recherche des combinaisons intégra- 


bles d’un systéme de r équations de Pfaff (Legons, n° 25). Si 
G, Prob. 8 
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n’admet pas de diviseur linéaire, on ne peut avoir odf = 0, quelle 
que soit la fonction /. 

La recherche des familles d’intégrales 4 r dimensions conduit a 
un probléme d’analyse plus compliqué. Supposons que les équa- 
tions (24) représentent une famille d’intégrales, et imaginons que 
l’on ait choisi un nouveau systéme de variables tel que cette famille 
dintégrales soient représentée par les équations 

Yr = Cy, Yap = Cay vey Yn = Cnr. 

Soit w ce que devient la forme avec ce nouveau systéme de 
variables. Pour que lVintégrale fm, étendue A toute multiplicité 
d’ordre p, sur laquelle y,, y2, ..., yn-r ont des valeurs constantes, 
soit nulle, il faut et il suffit que chaque terme de a contienne au 
moins un des facteurs dy,, ..., dyjn—r, Ou, ce qui revient au méme, 
que le produit symbolique ody, ... dyn—, soit identiquement nul. 
En revenant aux variables primitives, nous avons donc la proposi- 
tion suivante : 

Pour que les équations (24) représentent une famille dinté- 
grales ar dimensions de léquation » = 0, il faut et il suf fit que 
le produit symbolique 

odf df,  Afn—r 
soit identiquement nul. 

En égalant 4 zéro tous les coefficients de ce produit symbolique 
développé, le nombre des équations obtenues est égal au nombre 


Cae des combinaisons de n objets n + p—ran +t p—r. Le 
nombre des fonctions inconnues étant égal ar, il y a lieu de pré- 
sumer que ces équations sont compatibles dés que r est égal ou 
supérieur & Cae , et ne le sont pas, tout au moins si les coeffi- 


cients dew sont quelconques, sir est inférieur a Ces , mais il y 
aurait lieu de pousser plus loin cette étude, ce qui serait sans 
doute possible en généralisant les méthodes employées par 
M. Cartan pour les systemes de Pfaff (4). 1 serait important en 


particulier de connaitre la valeur minimum de n — r. I] est uncas 


(‘) Voir une note de M. Crrr dans les Comptes rendus (tome 170, p. 3743 1920). 
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limite ou les équations du systéme précédent se réduisent a une 
seule, c’est le cas ou p =r ; on peut méme choisir arbitrairement 
n—r—r1 des fonctions f/;, et la derniére est déterminée par 
une équation linéaire du premier ordre. L’existence de ces mul- 
tiplicités intégrales a4 p dimensions était évidente a priori; en 
effet, si on se donnait x,,,, .., x, en fonction de a, ..., Ly, CCS 
n — p fonctions doivent satisfaire 4 une seule condition pour que 


Vintégrale fe étendue a la multiplicité ainsi définie soit nulle. 


Remargue. — Pour qu'une multiplicité définie par les n — r équa- 
tions f; = 0, fg =0,..., fn—r = 0 Soit une intégrale, il n’est pas néces- 
saire que le produit symboliquewdf, ... dfn—r soit nul identiquement ; 
il suffit que tous les coefficients de ce produit développé soient nuls en 
tenant compte des équations /;= o elles-mémes, 

Les conditions pour qu’une multiplicité Mp soit une intégrale d’une 
équation symbolique » = o peuvent s’écrire d’une autre facon. Consi- 
dérons la multiplicité Mr définie par les formules 


Lrti = gr+t(X1, Caos Zr), Signa LN — on(X4, erly Xr). 


Si on remplace dans w les variables xri1, ...,2n par les expressions 
précédentes, et les différentielles par les expressions correspondantes, 
en ayant soin de conserver l’ordre des facteurs dans tous les produits, 
on obtient une forme symbolique », de degré par variables, qui doit 


étre nulle identiquement, puisque l’intégrale f, étendue a une mullti- 


_plicité quelconque d’ordre p dans l’espace a r dimensions (2, Xs, .-., Lr) 


doit étre nulle. Il en est ainsi en particulier toutes les fois que r est 
inférieur ap, ce qui conduit 4 considérer toute multiplicité d’ordre 
inférieur 4 p comme une multiplicité intégrale d’une équation symbo- 
lique quelconque de degré p, 

Sir est supérieur a p, les fonctions yp+44,...,9n devrontsatisfaire a un 
certain nombre d’équations refermant les variables, les fonctions 
inconnues, et les dérivées partielles du premier ordre de ces fonctions. 

Tout systéme d’équations aux dérivées partielles 4 un nombre quel- 
conque de variables et d’inconnues peut toujours se ramener a un sys- 
téme d’équations de Pfaff, en faisant figurer dans ces équations un 
nombre suffisant de dérivées des fonctions inconnues. Dans le probléme 
actuel, la réduction 4 un systéme de Pfaff peut s‘effectuer trés simple- 
ment. Considérons un systéme der équations de Pfaff 


oi = ainda, + aigdxe + ... + aindan = 0 
(Cigar owe 72) 


une multiplicité intégrale de ce systéme sera aussi une multiplicité 
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intégrale d’une équation symbolique 2 = 0 de degré supérieur si, en 


remplacant 7 des différentielles daj par leurs valeurs tirées des relations 
oi =odans la forme 2 = 0, on arrive a une forme identiquement 
nulle. On obtient ainsi un certain nombre de relations entre les coeffi- 
cients air des formes wet les coefficients de la forme 2. Ces relations 
permettent d’exprimer les aj au moyen des variables 24, Xa, ...5 Lp, et 
dun certain nombre d'indéterminées )4, 2, ..., 2g. En substituant dans 
les équations »j =o, on arrive A un syst¢me d’équations de Pfaff entre 


les n + g variables 2, X2,...2n, M1, da, -.-, Ag, ces derniéres variables 


ne figurant que dans les coefficients. 
La méthode précédente donnera bien toutes les intégrales, car elle 


généralise la derniére méthode indiquée pour déterminer les multipli- 
cités intégrales Mr. 

Le résultat est particuli¢rement simple lorsque la forme symbolique 
donnée est le produit de p formes de Pfaff & = 12 ... @). Soit Mr une 
multiplicité intégrale 47 dimensions représentée par les équations 


Gis Oil(Hhis br oj Ball: (GS ig BA ao) S 


4 


quand on remplace les variables xj et leurs différentielles par les fone- 
tions 9; et dp; dans les formes de Pfaff ,, »2, ... on obtient p formes de 
Pfaff M,, We, ..., Hp, on ne figurent plus que les variables uw et leurs 
différentielles, Pour que My soit une multiplicité intégrale de léqua- 
tion symbolique © = 0, il faut et il suffit que le produit [ljNz ... Up soit 
identiquement nul, c’est-a-dire (n° 24) quil y ait une relation linéaire 
entre ces p formes, \,M, + ... + ),H, =o. La multiplicité My est done 
une intégrale d’une équation de Pfaff de la forme 


dios —+ Aewo +... + pop = 0, 


et la réciproque est évidente, car on déduitde la relation précédente que 
le produit symbolique 42... op est identiquement nul. L’inéégration 
de Péquation symbolique 2 ... op = 0 se raméne donc a Vintégration 
de V’équation de Pfaff 


yoy + Agmg +... + Apwp = oO, 
ow enirent n + p — 1 inconnues, les variables x; et les rapports we : 
k 
Par exemple, lintégration de ’équation symbolique 
(dyx — ysdys)(dys — yd) = 0 
se raméne a lintégration de ’équation de Pfaff 


dy2 — y3dy1 — (dys — yydy1) = 0, 


Laat 
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qui est de forme canonique 
dy2 — ddy, — (y; — y,)dy, = 0. 
Les intégrales M2 sont représentées par les formules 


0) a) 


YS SS (41> Y3)s je 43 = Op. + Yi 


= , t 2 
oY3 oy oY3 


_et par d’autres formules qu'il serait facile d’écrire (n° 45). 


Sicles! équations ay 0, 2, ®», = 0 forment un systéme compléte- 
ment intégrable, ce systéme est équivalent A p équations df; =o, 
..- Uf, = 0, et Péquation symbolique peut s’écrire dfidfs ... df, = o. 
Toute solution s’obtient en établissant une relation au moins entre 
Ji; f% ofp. L’équation de Pfaff correspondante )ydf; + ... + pdf, = 0 
conduit bien au méme résultat. 

On reviendra plus loin sur ce sujet (n° 32) 


28. Les formes de degré n —1. — Revenons au cas d’une 
forme » de degré n—1 an variables. Si l’on prend un nouveau 
systeéme de variables indépendantes (y,, Y, -»-, Yn—1) Y,,) tel que 
Yts Ya, ++) Y,-4 Solent n intégrales indépendantes de l’équation 
wdf = o, la derniére variable y,, restant quelconque et distincte des 
premiéres, w se change en une nouvelle forme symbolique a, divi- 
sible par dy,dy,.,. dy, ,, et qui par conséquent ne contient qu’un 
terme 

PSA Os seed ae. 
Si le facteur K ne dépend que de y,, 2, ..., Y, 4, ebest indépen- 


dant de y,, on peut prendre f Kdy, pour variable a la place de y,, 


et expression précédente devient 
WOU AY 9 ta OY ey 
Lorsque le facteur K contient y,, on peut prendre ce facteur K 
lui-méme pour la derniére variable.y,,, et l’on a alors 
ee OUI gOS SLY ma 
En résumé, foute forme symbolique de degré n— 1 a nvariables 
peut, par un choix convenable des variables independantes, étre 
ramenée a Pune des deux formes 
(I) dyin -- + Mn (I) Yn fs +++ Cnt» 


Il est aisé de savoir a priori quelle est celle des deux expres- 


z 


- 4 ~ » f dine tg 
. L- 5 ‘ ~ 
- . } 
‘ 
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sions qui convient & une forme donnée o. En effet, la forme 
réduite (I) a une dériyée nulle, tandis que la forme réduite (II) a 
pour dérivée dy,,dy, ... dy,,. La forme w peut done étre rame- 
née a la forme réduite (1) lorsque sa dérivée est nulle, et ala 
forme (11) dans le cas contraire. 

Considérons encore une forme w de degré n — 2 a n variables.Si 
n’est pas une différentielle totale symbolique, sa dérivée w! est une 
forme d’ordre n— 1 an variables, et par conséquent on peut 
Vécrire, avec un choix convenable des variables indépendantes, 


w! == dy dy, ... AY, s- 


Les deux formes et y,dy,... dy,,_, ayant la méme forme déri- 
vée, leur différence est la dérivée a’ d’une forme 0.de degré n—3, 
et la forme w a pour expression 


Wis at OY a Os 


On remarquera l’analogie de cette expression avec la forme 
réduite d’une forme de Pfaff a trois variables. 


29. Multiplicateurs d’une forme. — On peut aussi étendre 
aux formes symboliques la théorie du facteur intégrant. Soit w une 
forme symbolique de degré p ; une fonction pu des variables indé- 
pendantes x, %,, ..., x, est un multiplicateur ou un facteur inté- 
grant pour » si le produit po est une différentielle totale symboli- 
que. Pour que v. soit un facteur intégrant, il faut et il suffit que 


Yon ait identiquement 
(u0)' = po! + (dpjo=o. 


Kn égalant a zéro les coefficients des différents termes de la 
forme (yp)! développée, on a un systéme d’équations linéaires 
(mais non homogénes) par rapport aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre de la fonction } = log wu. Ces équations doivent étre 
compatibles pour qu'il existe un facteur intégrant pour o. S’il en 
est ainsi, l’intégrale générale de ce systtme est de la forme 


oy + aors pomeyi a): 


ou A, est une intégrale particuliére, F une fonction arbitraire et 
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Sv Jor +++) fq les ¢ intégrales distinctes du systeme linéaire et homo- 
gene que l’on obtient en supprimant les termes indépendants 
de 2 dans les équations qui déterminent i. Mais, d’aprés la fagon 
méme dont on obtient ces équations, /,,/,...,/g sont précisément 
des intégrales du systéme que l’on obtient en écrivant que le pro- 
duit symbolique wd/ est identiquement nul. 

S’il n’existe pas de fonction J satisfaisant 4 cette condition, la 
forme » admet au plus un facteur intégrant qui s’obtient par une 
quadrature. S’il ya une infinité de facteurs intégrants distincts, la 
forme o est égale A un produit symbolique 


w = Qdf\df, ... afar 


et expression générale des facteurs intégrants est 


= Mall fife» oi: oJ a)s 


1 désignant une fonction arbitraire. Le produit uw peut s’écrire 
comme produit symbolique 


G) mere (1 OU Gys fan eres fg) Ofiela-s* Ofg 3 


or Ild/,df, ... df est une différentielle totale symbolique. Il fau- 
dra done que le produit »,0 soit aussi une différentielle totale sym- 
bolique. 


On voit que, dans le cas ou » admet plusieurs facteurs intégrants 
distincts, ’équation » = 0 admet des intégrales a n — 1 dimen- 
sions ; si p, et u, sont deux facteurs distincts, Véquation 7 = C 

: 2 
représente une famille d’intégrales de cette espéce. 

Les formes pour lesquelles le facteur intégrant a le plus haut 
degré de généralité possible sont les formes représentées symboli- 
quement par un produit de différentielles totales tel que 
Kd/, ... df,. Il en est ainsi, en particulier, si p = n—1, et l’on 
est ainsi amené 4a la théorie du dernier multiplicateur de Jacobi. 


Soit comme plus haut 
o=A,da,...dx, + A,dx, ...dx,dx, +... A,dz, ... dXq_, ; 


V’équation qui exprime que po est une différentielle totale symbo- 
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lique est différente, suivant la parité de n. Sin est impair, cette 


condition est 


d(uA1) (Ag) O(wAn) __ s 
IL, a . 0X2 pacer g Ly 
et, sin est pair, 
HA) aMAad yea, 
OX O12 Xn 


Dans le premier cas, » est un multiplicateur pour le systeme 
d’équations différentielles dont Vintégration donne les intégrales 
de l’équation wdf= o. Dans le second cas, ». est un multiplica- 
teur pour le systeme 


daz, diy 2 day Be da. 
Ay ea As athe ~ Ay y 


qui doit remplacer le précédent. 

On voit immédiatement, d’aprés cela, que la connaissance de 
n — 2 intégrales de Péquation wdf = o et d’un multiplicateur per- 
met d’achever lintégration par une quadrature. Supposons en 
effet que l’on ait effectué un changement de variables de fagon que 
Yas Yor v9 Yn—2 Solent les n — 2 intégrales connues; si p. est un 
multiplicateur, pw est une différentielle totale symbolique qui, 
aprés le changement de variables, prend la forme 


Co dy dy» Stes dy,» (Bo adiees ae B,dyn)- 


Pour que la dérivée de pw soit nulle, il est nécessaire que l’on 
ait 
IBn-1 _ 9Bn 
yn Dyn—1" 
et en posant 


x = [Beda +> B,dy,.» 
ona aussi 
1.0 ==Oy ty de 3 — 


z est donc une nouvelle intégrale de Péquation odf = 0. 
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On peut obtenir la derniére intégrale sans aucun changement de 
variables. Le produit um» est en effet de la forme 


BOS fic Ofna 4 (Qh ne Se Cr Aeo 


les coefficients aj pouvant étre calculés par identification. Puisque po 
est une forme dérivée, Yad vj est aussi une différentielle exacte (n° 26), 


Ona étendu la définition du multiplicateur de Jacobi aux systé- 
mes complétement intégrables. Avec la théorie des formes symbo- 
liques, cette extension est bien facile Soit 


(27) Sp AqO Cee, Se Bind Ln ==. 00, (US 1592, 2. 8) 


un systeme completement intégrable de s équations, équivalent au 
" systéme 


(27) df, ==c0; df, = Oeste 5 dfs == 0, 
Ji» fo» ».+. fs tant s fonctions distinctes. On a 
OT ad]; SE oe 6 SS hisd fs, 


le déterminant A des coefficients di, étant différent de zéro. Consi- 
dérons le produit symbolique 


OS Gio ona ® 


toute fonction p. des variables (x,, ..., x,) telle que ».0 soit une 
différentielle totale symbolique est un multiplicateur du sys- 
téme (27). D’aprés ce qui a été démontré plus haut, il existe une 
infinité de multiplicateurs, dont il est facile d’avoir expression 
générale, Imaginons en effet que l’on ait effectué un changement 
de variables de fagon que s des nouvelles variables y,, 2, ---5 Ys 
soient précisément les intégrales /;, fy, ..., fs du systeme. Le pro- 
duit symbolique © deyient Ady, ... dys, et ona 


uo = pAdy, ... dys. 


Pour que (v.0)' soit identiquement nul, il suffitque »A ne dépende 
que de 71, ..-, Ys. Le quotient de deux multiplicateurs distincts est 
toujours une intégrale du systéme (27). 

La connaissance d’un multiplicateur est de la méme utilité que 
pour un systeme d’équations différentielles. Si l’on connaits — 1 
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intégrales premiéres /;, fy, ---» fs—i1 et un multiplicateur p, on a 


encore une relation de la forme 
n 


p.Q. == dfidfs Ane adfs—4 oe Gidea; ’ 


isl 


les coefficients a; se calculant par identification. Pour que (y.0)' soit 


nul, il faut que l’on ait 
dai dan 
ILE dat” 


et-on aura une nouvelle intégrale par une quadrature 


n 
—— » ajdxi. 
71 


80. Intégrale intermédiaire d'une équation symbolique. — 
Toute multiplicité intégrale My d’une équation symbolique » = o 
Wordre p est aussi une intégrale de ’équation #’ = o. La proposition 
est évidente si r = p, puisque toute multiplicité d’ordre p est une inté- 
grale d’une équation symbolique d’ordre p + 1. Si on ar > p, Vinté- 
grale fo’, étendue a une multiplicité quelconque d’ordre p + 1, appar- 
tenant a la multiplicité Mr, est égale, d’aprés le théoreéme de Stokes 
généralisé, 4 Vintégrale fo, étendue A la multiplicité M,, qui limite 
Mp+1; cette multiplicité M, appartient elle-méme a la multiplicité Mr, 
et par conséquent l’intégrale fw, étendue a Mp, est nulle, puisque Mr est 
une intégrale de l’équation » =o, 

Réciproquement, soit Mr une intégrale a7 dimensions de |’équation 
symbolique »! = 0, de degré p + 1. L’intégrale fw! étendue a une mul- 
tiplicité queleonque Mp+1, appartenant a Mr, est nulle, et par suite 
Vintégrale f, étendue a une multiplicité fermée quelconque My située 
sur Mr, est nulle aussi. Supposons la multiplicité Mr représentée par 
les équations 

Lr = Ort (Ly, 615 er); wy Ly SH, Ort (Wry Deas onsy Bry § 


sion remplace dans les variables x44, ..., @n et leurs différentielles 
par gr+i, ...59n, dort, ..., don respectivement, on obtient une forme 
symbolique , de degré p ott figurent seulement? variables x, ..., xr et 


leurs différentielles, et Vintégrale f'o, étendue A une multiplicité fermée 
quelconque a p dimensions de l’espace 4 r dimensions (7, ..., &r) doit 
étre nulle, de sorte que Vintégrale fw,’ étendue A une multiplicité 


quelconque a p + 1 dimensions du méme espace doit étre nulle, ce qui 
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exige que lon ait o,’ = 0, ou , = (ws), #2 étant une forme symboli- 


que de degré p — 147 variables.a, x2, ..., Zr. La multiplicité Mp est 
donc une intégrale d'une équation de la forme 

=, t 
(28) (Cy a=) Mie 


M1 étant une forme symbolique de degré p — 1, et inversement, quelle 
que soit cette forme I, toute intégrale de l’équation (28) est aussi une 
- intégrale de l’équation »! = 0, Nous dirons que l’équation (28), 00 figure 
une forme arbitraire, est une intégrale intermédiaire de Véquation 
o! = o, L’analogie avec la théorie des équations aux dérivées partielles 
est évidente. Pour qu’une équation symbolique admette une intégrale 
intermédiaire, il suffit qu’il existe un multiplicateur pour le premier 
membre ; 

Remargue, — Le raisonnement semble étre en défaut si r =p, car 
toute multiplicité d’ordre p est une intégrale de ’équation »’ =o, mais 
le théoréme est encore exact. Soit M, la multiplicité définie par les 
équations 


ZL pie O ptll (as sae op) yssss) ona (LAs 95. teae Cp). 5 


si on remplace dans » les variables xpi, ..., #n etleurs différentielles 
par les fonctions gp41-..., pret dgpti, ..., den, il vient 


OS f( Lite Mp) ATA: «6 ADy. 


Soient F (a, ..., Zp) une fonction telle que 2 = f, et I la forme de 
HL 


degré p — 1 
Wt SSCA) on bone 


la multiplicité Mp, considérée est bien une intégrale de l’équation 
Oral 

Dans le cas particulier ot la forme dérivée ' est du second ordre, 
» est une forme de Pfaff, et Vintégration de l’équation symbolique 
o! = o est ramenée a V’intégration de l’équation de Pfaff 


ea dxntA1, 


an-- 1 variables 7, Xo, ..-, Ln41. 
Prenons par exemple l’équation symbolique (‘) 


day,dx2,— dx3dx, = 0; 


(‘) On est conduit & cette équation, quand on cherche toutes les transfor- 
mations ponctuelles d’un plan qui conseryent les aires (Bulletin des Sciences 
Mathématiques, 2° série, t. 41, 1917). J'ai montré dans cet article comment on 
peut trouver toutes les solutions de Péquation plus générale 


dy,dy, ... dyn = dajdx, .,, dxn. 
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elle admet l’intégrale intermédiaire 
ado -+ r,dx3 aes Ay. 


Si 2 et ay sont des variables indépendantes, la solution générale est 
donnée par les deux relations 


af ee 


“=, hy = 


OL2 OXL4 ‘ 


f (x2, @3) étant une fonction arbitraire de 2» et de x3. 


31. Application aux systémes canoniques. — Soit 


de 2H dys _ ad 
Lime Dire % ai hoe) 


ary eR (| 


(29) 
un systéme canonique, ou H est une fonction des 2n variables x, yz, 


n 
et de ¢. H. Poincaré ('!) a démontré que Me dxidyi est pour ce sys- 
atk 
téme un invariant intégral. 
Considérons les intégrales 


(30) Sep Sao Gin, wi es, iene ee ements Ye = Pi (Gy, chy Os at) 


qui, pour ¢ = 4, prennent les valeurs aj, 6; respectivement. 

Lorsque le point de coordonnées (ai, bi) décrit une muJtiplicité My a 
deux dimensions dans l’espace 4 2n dimensions, le point (ai, yz) décrit 
lui-méme une multiplicité Mz 4 deux dimensions dans ce méme espace, 
et les deux intégrales multiples 


i eds i dajdbi 
e/ Mt vu Mo t 


sont égales, quel que soit t. En d’autres termes les fonctions fi, 9i satis- 
font, quel que soit ¢, & ’équation symbolique 


n nr 
(31) ~ dxidyi — S daidbi=o, 
c—d 


i=t 
qui peut étre remplacée par l’intégrale intermédiaire 


n 


n 
(32) SY yidei ae » aidbi = dV. 


v1 Ai 


(1) H. Porncars, Les méthodes nouvelles de la Mécanique Géleste, t. I, p. 43. 
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Les 2n variables xj, bx sont indépendantes, puisque, pour ¢ = 4,, 
1, ..., Lyn se réduisent respectivement A a, ..., @,, et les valeurs ini- 
tiales aj, bx. peuvent étre choisies arbitrairement. Il ne- peut donc y 
avoir aucune relation linéaire entre les différentielles dxi, dbi, et par 
suite les fonctions cherchées fj, yi, vérifient des relations de la forme 


oV oV . 
(33) Yi is : ai a iS oo eA 


V étant une fonction des 2n variables aj, bg et de ¢. D’aprés les condi. 
tions initiales, cette fonction V doit se réduire a 6,2 + borg +... + bnty 
pour ¢ =¢@, pour que les fonctions xi, yi définies par les relations (33) 
se réduisent respectivement aux valeurs données pour ¢ = é,. De plus, 
ces fonctions doivent étre des intégrales du systéme canonique (29). On 
obtient ainsi les conditions 


b 


oH S 2V dH o2Va.- 
ULI IWILR Yk dx jot 


02V yo OHSS 
- wirxrR YR 
que l’on peut écrire 


LADS teen Seen a 


Ovi ( ot a.24 aie 
oO o aV oV ) 
—— Gal Boge: LAM Cs —— shee —— st) ==1'(8); 
ab; ( o¢ OL IL», 
aV oV 


nee ,¢) ne peut dépendre 
oy a OL 


Il s’ensuit que oe +H (« eeg) Lye 
que de la variable ¢, et des paramctres a,,. .,@, Or onne change pas les 
équations (33) en ajoutant a4 V une fonction quelconque de a, ..., ay, ¢. 
On peut done supposer que l’expression précédente est nulle, et la con- 
clusion est la suivante: 

Les intégrales du systéme canonique (29) gut prennent les valeurs int- 
tiales aj, bi, pour t= ty, sont données par les équations (33), oWV(XL1, +. Ly; 
by, ba, +++) On, t) est une intégrale de l’équation aux dérivées partielles 


aV oV aV pr 
: — shee Oy Se Sy 
(34) PY ah H ( »4*nN) D2 ) ’ In p) ) 
qui, pour t= ty, se réduit a bya, + ... + Onin. 
Ce résultat est identique a celui que l’on déduit de la premiére 
méthode de Jacobi (Legons, n° 5o). 
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32. Rang d’une forme symbolique. — Soit 


oe: ' hap ao 
ae Day. tee gt Lad Xa, 4p 


une forme quelconque de degré p an variables. Prenons une per- 
mutation quelconque de p—1 des indices (%,, %,, -.-, ap—1), et 
écrivons l'ensemble des termes de © ot figure le produit symboli- 


que dx, da,, ... Aly 49 
n 
a Ai hae, tp —16E Pa, Foy a day, s4Xi- 
v1 


Si nous supprimons le produit AL, +++ AL ys dans chaque terme, 


il reste une forme de Pfaff 


n 
Meee Goose YY ee ae api Ei- 


En opérant ainsi avec toutes les combinaisons des n indices p—1 
&p—1i, on obtient un systeme de formes de Pfaff, que nous 
dirons associées a la forme w, et en égalant toutes ces formes a 
zéro, on obtient un systtmeS d’équations de Pfaff que j’appellerai 
pour abréger le systéme associé a la forme w. 

Pour trouver la signification de ce systtme, nous démontrerons 
d’abord le lemme suivant. 


Lemme. — Sovent ,, 02, ..., 0, des formes de Pfaff linéaire- 
ment distinctes. Si on développe le produit symbolique 0,0, ... %p, 
toutes les formes de Pfaff associées a cette forme symbolique 


sont des combinaisons linéaires de o,, ws, @ 


BOK 
Il suffit évidemment de prouver que le coefficient de dx,dx... 
dx, ,, par exemple, s’exprime uniquement au moyen de w,, 


O25 ..24 Wye Soit 
(Oa aidx, +- DigdXy + ...+ indians (u == ily Bs ovo: P); 


sil’on prend chacun des facteurs dx,, dxz, ..., dx,—,, dans l’un 
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des facteurs w,, ..., ®, 4, le coefficient de dx,da, ... IL, 4 est égal 
a la forme de Pfaff 


Qi, Ayo Bice ay, p—1 
Ag, Ago oes Qe, 4 ( 
4 3 5 . ‘ eta ! a Ay AL, Se es OP aa pe 


Fy 4,1 Fp-4,2 -++ Ap 1, p—4 


En opérant de méme avec tous les autres produits symboliques 
qui renferment dx, ... dx, _,, on voit que le coefficient de ce pro- 
duit symbolique est égal & une combinaison linéaire des formes 
@4, 2, -.-, W»,, diminuée du déterminant 


Cie Or pe yas gO re ek A Oi 4A, 5 
Were? Agent On Gi oe Os, 8b, 4 


. . . . . ° . . . ° 


Wei Opty, | Oty A oa Gh Ody 


qui est identiquement nul, comme somme de déterminants ayant 
deux colonnes identiques. 

Cela posé, supposons que la forme donnée © puisse s’exprimer 
symboliquement au moyen der formes de Pfaff w,, wo, ..., wr linéai- 
rement distinctes (p <r< 7), 


Ges Nar: ate tp 004 ety re ety? 


les coefficients ae étant des fonctions quelconques des 


AQ 1.5 Ay 
variables x,, Z», .+:, x; d’aprés le lemme précédent, toutes les 
formes de Pfaff associées 4 la forme © s’exprimeront linéairement 
au moyen de o,, 2, ..., @r, et par conséquent le systéme associé S 
comprend au plus r équations distinctes. 

Réciproquement, supposons que le systeme S contienne r équa- 
tions distinctes et r seulement, de telle sorte que toutes les formes 
de Pfaff associées A © soient des combinaisons linéaires de r formes 
de Pfaff linéairement distinctes ,, 2, ..., op. Admettons, pour 
fixer les idées, que le déterminant des coefficients de dx,, dx2, ..., 
dx, dans ces formes est différent de zéro ; les n formes 


Wy, Ma, e+, Ory Opt == Aap, aeey On = AxLn 
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sont alors linéairement distinctes, et la forme symbolique © peut 


s’exprimer au moyen de celles-la (n° 25 p. 99) 


gaye OO) w) 
a a det 81 D9 cee Bn By 2 ae Bp 
Soient a, %,..., %—, un systéme quelconque de p — 1 indices 


différents; par hypothése, la forme associée correspondante 
s’exprime au moyen des r formes ©,, 0, ..., @r. Ceci ne peut avoir 
lieu que siles formes p41, ...,onne figurent pas dans Vexpression 
de. En effet, mettons & part dans © la forme 0,dx,,, ot figure 
dx,, et soit o, la différence 9 — Q,dx, qui s’exprime au moyen 
de ®,, <.+; @,-4. Les indices’ o;, 2; +..,%,,° etant supposes 
inférieurs a n, la portion de Paes cae qui provient de 
s’exprime au moyen des formes o,,... ,_,, tandis que la partie 
qui provient de 0,dx,, est égal au produit de dx, par le coefficient 


AL g, , dans 0,.La forme o, renfermera done 


de dx, eee 


eee 


un terme en dx, a moins que le coefficient de dx, me dx,,_,dans Oj 


soit nul. Ceci ne peut avoir lieu pour toutes les combinaisons des 
n— tindices 1,2,...,2—1, p—1ap—t1amoins que la forme Q, ne 
soit identiquement nulle, c’est-a-dire 4 moins que o, ne figure pas 
dans l’expression de ©. On verrait de la méme fagon que les formes 
Opti, ++, @n—41 ne peuvent figurer dans © si toutes les formes de 
Pfaff associées sont des combinaisons linéaires de w,, 03, ..., Wp. 
En. rapprochant ces deux résultats, on voit que lorsque les 
équations du systéme S se réduisent & r équations distinctes 


Wy, == 0, Wo =O, ... Op =O, 


la forme symbolique © peut s’exprimer symboliquement au moyen 
des r formes linéairement distinctes ©, #2, ..., wy (4). Elle ne peut 
s’exprimer au moyen de moins de r formes linéaires distinctes, 
puisque dans ce cas les équations du systéme associé se réduiraient 
a moins de r équations distinctes. Nous dirons pour abréger que 


(') Ce théoreme peut étre considéré comme |’extension aux formes symboli- 
ques d’un théortme d’algébre, relatif aux formes algébriques ordinaires. 

Pour qu'une forme algébrique F(x, Xz, ..., Xn) de degré p in variables puisse 
s‘exprimer au moyen der formes du premier degré linéairement distinctes, il 
faut etil suffit que toutes les dérivées partielles d’ordre p — 1 de la forme F_ se 
réduisent a r formes linéairement distinctes. 
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la forme symbolique est de rang r. On peut d'ailleurs remplacer 
@4, Mg, +--+, @p par 7 combinaisons linéaires distinctes de ces formes. 

I] est évident que ce nombre 7 est un invariant, relativement A 
tout changement de variables. Le systtme S est de méme un sys- 
teme covariant. Supposons en effet que la forme © s’exprime sym- 
boliquement au moyen de r formes de Pfaff linéairement distinctes 
@1, @, 3, .-., Wp, et Me puisse s’exprimer au moyen de moins de r 
formes de Pfaff. Le systéme S est alors équivalent aux r équations 
o; = 0. Si, par un changement de variables x; = ¢i(y,, ..., Yn), les 
formes ,, ..., wr se changent en r formes de Pfaff II,, ..., Up, la 
forme © elle-méme se change en une nouvelle forme. symbolique 
qui s’exprimera au moyen des formes II,, Il,, ..., Ip, et les équa- 
tions du systeme associé ala nouvelle forme sont des combinai- 
sons linéaires des r équations I[;= 0, D’ailleurs ces équations ne 
peuvent se réduire a moins de réquations distinctes, carla forme © 
pourrait alors s’exprimer au moyen de moins der formes de 
Pfaff. Les équations du systemeS se transforment donc, par un 
changement de variables,en un nouveau systéme d’équations de 
Pfaff qui est précisément le systeme associé a la forme transformée. 

Le rang r d'une forme de degré pan variables est au moins 
égal a p et au plus égal an. Si les coefficients de la forme © sont 
quelconques, on ar =n. Le rang est égal a p si la forme consi- 


dérée est le produit symbolique de p formes de Pfaff et dans ce cas, 


seulement, ce qui fournit un moyen de reconnaitre si une forme 
de degré p est décomposable en un produit de p formes de Pfaff. 
Pour une forme de Pfaff o, le systeme associé se réduit a l’équa- 
tion » = 0 elle-méme et le rang est égal a un. 


Remargue. — Si une forme © 4 n variables s’exprime au moyen 
de n — v formes de Pfaff distinctes, on ne peut en conclure immé- 
diatement que la forme est de rang n — v. On peut seulement 
affirmer que le rang est au plus égala n— y, car les équations 


‘de S contiennent au plus n — y équations distinctes. 


Applications. — 1° Ktant donnée une forme © de degré supe- 
rieur a un, on ne peut pas toujours, par un changement de varia- 
bles, la ramener 4 une forme ot figurent moins de n différentielles. 


G. Prob. 9 
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En effet, si dx, par exemple ne figure pas dans ©, le rang est au 
plus égal a n —1, puisque © s’exprime eu moyen den — 1 formes 
de Pfaff seulement, dx,, ..., dx,_,. 

Cette condition est sirffisante. Soit en effet O une forme de rang 
r <n, quis’exprime au moyen der formes linéairement distinc- 
tes ©,, @, ..., @p. Ainsi qu’on l’a déja démontré a plusieurs repri- 
ses, nous pouyons choisir un nouveau systéme de variables y,, .--) Yns 
tel que les équations 


Ya Cay ee gy aes 


représentent une famille d’intégrales M, & une dimension des 
r équations w;= 0. Les formes ,, #,, ..., ®p S expriment donc au 
moyen des différentielles dy,, ..., dy,_, seulement, et la forme 0 
elle-méme ne renfermera pas dy,,. 


20 Pour une forme symbolique du second degré 


O= MAindvider, 
le systéme associé S se compose des n équations 
(35) Aida, + Ajodace + edie + Ajnditn 2= 0 (é ase 1S ABR Oh, n) 


dont Je déterminant est un déterminant symétrique gauche, Ces équa- 
tions se réduisent donc 4 un nombre pair d’équations distinctes, et par 
conséquent le rang dune forme symbolique du second ordre est toujours 
un nombre pair. Une forme de cette espéce peut étre ramendée a une 
forme simple qui rappelle la forme canonique d’un covariant bili- 
néaire. En effet toute forme du second degré de rang 2p pe t s’écrire 
comme il suit 


(36) Q= w409 + wm, + ... 


@ OMe 
2p—4 20 
Op Bp arg Oy, étant 29 formes de Pfaff linéairement distinctes. La pro- 


priété est évidente sip —1. Pour démontrer qu'elle est générale, il 
suffit de vérifier que, si elle est vraie pour-une forme de rang 2p—2, 
elle est vraie pour une forme de rang 29. Si est une forme de rang 29, 
ona 


Oey, (MAuen) + Biwi, (i, k= 2, 3, 5 29) 


@4) 25 2005 M59 étant 29 formes de Pfaff distinctes. La forme SBinwion est 


CHAPITRE II]. — FORMES SYMBOLIQUES DE DIFFERENTIELLES. 131 


de rang inféricur & 29; comme elle est de rang pair, elle est au plus de 
rang 2p—2. Elle ne peut étre de rang inférieur A 29 — 2, car © serait 
de rang inférieur 4 29. La propriété étant admise pour une forme de 
rang 29 — 2, ils’ensuit qu’elle est vraie pour une forme de rang 29. 

La démonstration prouve d’ailleurs que Q peut étre mise sous la 
forme (36) d’une infinité de maniéres. 

Si le déterminant de Pfaff relatif aux équations (35) est nul, la 
forme © est de rang inférieur an, et on peut la ramener A une forme 
ou ne figurent que n — 1 différentielles. C’est ce qui a toujours lieu sin 


_est impair. Sin = 4, et si ce déterminant est nul, ona r — 2, et la 


forme © est le produit de deux formes de Pfaff 402, comme on l’a déja 
démontré (no 25). 

30 Reprenons une forme © 4 n variables et de rang r inférieur an. 
Si l’on a choisi.les variables y1, ys, ..., Yn, de fagon que les formes de 
Pfaff o,, 2, ..., or ne renferment pas dy,, il en sera de méme de Q, et 
toute multiplicité M, a p dimensions définie par n— p relations de la 
forme 


Sa (Yas.- oer Yn—t) = Gu, ..., frn—p(yi, +++, Yn—1) = Ca—p, 


ou ne figurent que les n — 1 variables y1, ye, ..., yn-1 est une multipli- 
cité intégrale de l’équation ® = o, car le produit Qdf/, ... dfn—p, qui est 
de degré n et ne renferme que n — 1 différentielles, est identiquement 
nul. Ces intégrales s’obtiennent en associant suivant une loi arbitraire 
les intégrales M; 4 une dimension, représentées par les équations 
Yi = Ci (i = 1, 2,’...,n — 1), du systéme-de Pfaff 


4 == 0, Does Ovals try Oa Ole hig 


Plus généralement, supposons que le systéme précédent admette une 
famille d’intégrales Mg 4 g dimensions, telle qu’il passe une de ces 
intégrales par un point arbitraire. On peut alors choisir un systéme de 
variables y,, ..., Y», tel que les différentielles dyn—g-+1, ..., dyn ne figu- 
rent pas.dans les formes w/, et ces intégrales Mg sont définies par les 
n— g¢ équations 

A= Gye ery Yn—G = Cn—q. 


Les différentielles dyn—q1, .-., dyn ne figurent pas non plus dans la 
forme ©, et le produit Odf, ... dfn4i—p—q est identiquement nul, 
quelles que soient les fonctions fi, fo, ..., fnfi—p-q des n — q varia- 
bles y1, ..., Yyn—g. On obtient ainsi des intégrales 4 p + g — 1 dimen- 
sions de l’équation symbolique © = 0, engendrées par les multiplicités 
Mg associées suivant une loi arbitraire. 

4o Les raisonnements de ce paragraphe prouvent qu’une forme sym- 
bolique qui s’exprime au moyen des r formes de Pfaff 


0 D6 As... Babs Bp 
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ne peut étre identiquement nulle s’il n’existe pas une relation linéaire 
au moins entre ces 7 formes, Toute intégrale de l’équation symbolique 
0 =o satisfait done A une ou plusieurs relations de la forme 


Mio, + dotog 4... + Drior = 0 (Ur Sig he 10) 


En écrivant que la relation & = o est une conséquence des équations 
précédentes, on obtient un certain nombre de conditions entre les 
coefficients Co g_ ct les coefficients 7x, qui permettent d’exprimer 

NEON hye) 


tous ces coefficients au moyen des variables x, ..., Zp, et d’un certain 
nombre de paramétres arbitraires w,, ..., us. On est ainsi conduit a un - 
systéme d’équations de Pfaff a n + s inconnues £4, ..., Wp, U4, «+, Us. 


33. Classe d'une forme dérivée. — Les formes de Pfatf 
@4, 9, ».+, @p au moyen desquelles s’exprime une forme symboli- 
que © de degré supérieur pouvant étre quelconques, il est clair que 
le systeme § associé a une forme © n’est pas en général complete- 
ment intégrable. Mais le systeme associé a une forme dérivée est 
toujours complétement intégrable. 

On le vérifie immédiatement pour une forme dérivée du second 
degré qui, d’aprés la théorie d’une forme de Pfaff, peut étre rame- 
née a la forme canonique 


dxe,dx, + ... + Axed xp ; 


le syst¢me ocanes se compose des ar équations daj;= o. 

Pour ne pas compliquer lécriture, nous démontrerons la propo- 
sition pour une forme dérivée du 3° ordre; la méthode est d’ailleurs 
générale (+). 

Soit a’ une différentielle totale symbolique du troisi¢éme ordre 


(37) OS St Ainidaxjidaxxdxy ; 
ie Lies Uh 
nin—t) , 


le systeme associé S' se compose des EERE? équations de Pfaff 


(38) SS Aindx: = o gy ets hae ee Nn). 
‘ t=4 ‘ 


Nous voulons ¢tablir que, si ce systeme se compose de r équa- 


(') Annales de la Faculté de Toulouse, t, VII, 1915, p. 20 et suivantes. 
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tions linéairement distinctes, il est équivalent A un systéme de 
r équations 


df, = 0, OOM te dfp == oO, 


Juv So, ++ +> fr stant r fonctions indépendantes de x,, 2, -.., Ly. 
La démonstration est tout a fait analogue & celle qui a été déve- 


loppée au ne 5, pour le systeme S,, qui n’est au fond que le systeme 
S'correspondant a la forme dérivée o' d'une forme de Pfaff. La 
propriété que l’on veut établir est encore évidente si le systéme S! 
contient n ou n — 1 équations distinctes. Il suffit done d’examiner 
le cas ot ce systéme S’ contient seulement r équations distinctes 
(r <n —1). On peut alors adjoindre a ce systeme n — r— 1 équa- 


tions de Pfaff 
Ajax) -+°...°-+ And, =o, (CS 12, — T)y 


dont les coefficients peuvent ¢tre choisis arbitrairement, a condition 
de former avec S’ un systeme de n — 1 équations linéairement 
distinctes. Le systéme ainsi obtenu admettant n — 1 intégrales 
premiéres, supposons que l’on ait choisi un nouveau systeme de 
variables (y,, Yo, ---, Y,) de fagon que ce systtme admette les com- 
binaisons intégrables dy, = 0, ..., dy,_, == 0. Aprés ce change- 
ment de variables, la forme 0! se change en une nouvelle forme 


Chess »2 Biridyidyrdyi, 
De las 
qui est aussi une différentielle totale symbolique, et le syst¢me S’ 
devient, par le méme changement de variables, 


n 
>; Biridy, = 0 brgldiaee, atts 10) 
besa 
Ce systéme doit étre-vérifié identiquement quand on y fait 
dy, == 0, ..., dy,_, == 0; tous les coefficients Bin sont donc nuls, 
quels que soient les indices 7 et &. D’autre part, puisque la 
forme ©! est une différentielle totale symbolique, on a les relations 


\ IBikt Win. , Bini 2Bnik __ 6 
aris ae ke), Be = 4 "9 


oY n OYi oYk Yl 


d : . . 0Bik . a 
qui deviennent 11 its 0, puisque - Brin = Bin = Bikn = 0. 
Yn 
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Apres le changement de variables, la forme a! et le systeme S’ ne 
renferment done ni y,, ni dy,. On a donc, par ce changement de 
variables, ramené le systeme S’ aun syst¢me der équations a m—1 
variables. x 

Si r=: n — 2, le théoréme énoncé est établi. Sir <n — 2, on 
remarquera que le nouveau systéme S’ est associé & une forme 
dérivée a! &n —1 variables. On peut donc, par un nouveau chan- 
gement de variables, le ramener 4 un syst¢me équivalent de r équa- 
tions An —2 variables, et ainsi de suite. On finira done par le 
ramener a un systéme der équations 4 r + t variables, c’est-a-dire 
dun systéme complétement intégrable. 

Voici une conséquence importante de ce théoréme. Le systeme S' 
étant complétement intégrable est équivalent 4 un systéme de 
r équations 


af, 0, SP Of, =O. a Of ean(O = 


nous prendrons un nouveau systéme de variables (y,, Yo, «+5 Yn)» 


ou y, = fi, »-., Yr =r. Avec ce nouveau systeéme de variables, la 
forme o/ devient 


(39) ess » Binidyidyrdyi 

. COR ; 
et le systeme associé S’ doit étre vérifié identiquement quand on y 
fait dy, = 0, ..., dyr, quels que soient dyp44, ..., dyn-/Il faut 
pour cela que tous les coefficients B;xz, o& Cun des indices est supé- 
rieur ar, soient nuls, et on en déduira, comme plus haut, que les 
autres coefficients sont indépendants de yp44, ..., yn. Dans la 
nouvelle expression de a' ne figurent done que les r variables 
Yi. .,Yr et leurs différentvelles dy,, ..., dy; 

Quelles que soient les variables choisies, on ne peut trouver 
pour 0! une expression ou figurent moins der variables (soit dans 
les coefficients, soit sous le signe d). En effet, si l’on pouvait 
mettre 0’ sous une forme 


a = » Cinidzidze;,.dz, 


i,k, 0 


ou ne figurent que r— s variables ,, z,, ..., Zp» et leurs diffé- 
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rentielles,dans les équations du systéme associé ne figureraient 
que r — s différentielles dz,, ..., dzp—s, et par suite ce systéme ne 
pourrait renfermer r équations linéairement distinctes. 

Ceci permet d’étendre la notion de classe 4 une forme symboli- 
que de degré quelconque. On appelle ainsi le nombre minimum 
de variables au moyen desquelles on puisse exprimer cette forme 
par- un choix convenable des variables, ces nouvelles variables 
figurant soit dans les coefficients, soit sous le signe d. Le résultat 
qui vient d’étre démontré prouve que la classe d’une forme dérivée 
est égale au rang de cette forme. 

Nous dirons qu'une forme de classe r est ramenée 4 une forme 
réduite lorsque dans son expression ne figurent que r variables 
et leurs différentielles. I] y a évidemment une infinité de maniéres 
de ramener une forme dérivée & une forme réduite, mais toutes 
ces formes se déduisent lune de l’autre par un changement de 
variables portant sur les variables qui y figurent. Soient en 
effet 


DS Bindyidyndyt, SCindzidsrdsr CHa see r) 


deux expressions réduites d’une méme forme dérivée. Le systeme 
associé §’ peut étre écrit sous l’une ou l’autre des deux formes 


(dype—-Cn 5.5, AY == O) NGS RIO, re din=='0): 


Il s’ensuit que les équations yi= Ci, ou 2; =C'j (1 = 1, 2, «++, 7) 
représentent Vintégrale générale d’un méme systéme complete- 
ment intégrable de r équations. On a donc des relations 
Yi= il 24, -++, Zr), et l’on passe d’une des formes réduites a l’autre 
par un changement de variables. 

Les variables qui figurent dans une forme réduite de 0’ consti- 
tuent done un systéme d’intégrales du syst?me associé S’. Si l’on 
peut ramener ©! & une forme réduite, on a par la méme intégré le 
systéme S’. 


: 


34. Classe d’une forme quelconque. — La classe d’une 
forme symbolique quelconque se définit comme la classe d'une 
forme dérivée. Il est clair que, quand on passe d’une forme © a sa 
dérivée 0’, on n’introduit aucune variable nouvelle qui ne figure 


eee ys 
Rep 


Begs Cees 


gle 
belek: 


a ee 
te 
a 


= ae 
* Ne ee ae 


a A pe eS 
ss 
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pas dans ©; la classe ne peut donc augmenter. Par suite, si 0! est 
de classe r, 2 est au moins de classe r, mais elle peut étre de classe 
supérieure 47. Supposons la forme 0/ de classe r mise sous une 
forme réduite ou figuyent seulement r variables et leurs différen- 
tielles; on peut par des quadratures (n° 26) déterminer une 
forme ©, ayant pour dérivée o! et ou ne figurent que les mémes 
variables qui figurent dans 0!. Cette forme , est done de classe r, 
et la différence 0 —o, est une différentielle totale symbolique qui 


peut dépendre d’un nombre quelconque de variables ne figurant 


pas dans 0’. Si o n’est pas une forme de Pfaff, sa classe peut done 
étre un nombre quelconque supérieur a 7’. 

Pour déterminer la classe d’une forme de degré supérieur, pre- 
nons par exemple une forme du second degré, qui ne soit pas une 
forme dérivée 
(40) o= SM Audaidan : 

i, h 


le raisonnement est d’ailleurs général. Soit 0, la forme auxiliaire 


En+4 a 

(41) O, == eM = ett (> Anndxidace), 
aunt 

. i, & 
oll Lp44 est une nouvelle variable indépendante, qui restera la 
méme dans tous les changements de variables portant uniquement 
sur les n variables x,, x,,.:.,2,- La forme dérivée 0’, a pour 
expression 


(42) 60s erntrig: ae eT don 140 


ae erntt 


Ajpidajdazda, + 3 Aindajidapdan+ . 
Bind i,k 


(Wiehe sed cam Wap tee ee ey) 


Le systeme S; associé & la forme '; se compose de deux grou- 
pes d’équations 


n A 
G3) Anda, 0,5 @= 12,4550) 
9) : k=1 
4 


(44) SS Ajriday + Aindxni1 = 0, (0, Ka== 1, Se eure 


t= 
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Ce systéme S', est complétement intégrable, d’aprés la proposi- 
tion générale du paragraphe précédent. C’est aussi un systeme 
covariant de la forme 9, relativement 2 tout changement de varia- 
bles portant uniquement sur les variables 2,, 2, ..., ®,- 

Si lon adjointaux équations du systéme S', l’équation dani4=0, 
on obtient un nouyeau systtme complétement intégrable qui, 
abstraction faite de la derniére équation (la seule qui contienne 


dxn41), se compose des deux groupes d’équations 


nr 7 
ives 7 ‘al : 
(45) My ATR OGyE == 0; > Ng ohep =O (ate anes SI 
Rest b1 


Ce systeme S + S's’obtient donc en prenant toutes les équations 
des deux systemes S et S’. I] est évident, d’aprés cela, que c'est un 
systeme covariant de la forme Q, et il serait facile de démontrer 
directement qu'il est complétement intégrable, par un raisonne- 
ment tout pareil a celui du numéro précédent. 

St le systeme S' + S' se compose de g équations linéairement 
distinctes, la forme Q est de classe q. 

Soit en effet df, = 0, ..., dfy == 0 un systéme de ¢ intégrales 
premieres distinctes de S + S’. Sil’on prend un nouveau syst¢me 
de variables (y,, ..., y,) telles que y,= f;,..-, Yqg= fq la 
forme © se change en une nouvelle forme 


Qi dS Bindyidyr, 
t,o 

et le systeme S + S’correspondant a cette forme doit se composer 
des g équations dy, = 0, ..., dyq= 0. Tous les coefficients Bz, 
Binz, 00 l'un des indices est supérieur a g, doivent done étre nuls. 
Il s’ensuit que les différentielles dy,, ..., dyq figurent seules dans 
Vexpression de ©. De plus, tous les coefficients Byr, ob 1g + 1, 
k<q +i, ne dépendent que de y,, Yo, ---, Yq: Ona par exemple, 
srixcigti,k#<q+1, 

Bin , Brn , Bri 
ayn Yi oyk 


Bizn = ==,05 


ve ; on démontrerait de méme que Bj, est indé- 


Yn 


et par suite 


pendant de yn—1,.-., Yq4t- 
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En second lieu, il n’est pas possible d’exprimer © au moyen de g’ 
variables £,, 29, --+, qt et de leurs différentielles, si g <_g. En 
effet, le systtme S +S’, ne contenant que gq’ différentielles, ne 
pourrait se composer, de g équations linéairement distinctes. 

Soit ¢ la classe d’une forme Q, c’ la classe de la forme dérivée. 
Lorsque le systtmeS ne renferme pas d’équations linéairement 
distinctes des équations de S$’, on ac=c’, et il suffira d’intégrer le 
systéme S! pour ramener © et / a une forme réduite par un méme 


changement de variables. 

Sic>c’, le systtme S + S' contient c — c’ équations de plus 
que le systéme S’. Pour intégrer le systeme S + S’, on intégrera 
dabord le systéme S’, et il restera ensuite a intégrer un systeme 
complétement intégrable de c — c' équations. 


Exempete. — Soit 0 = x,?da.dx, + x,dx,dx,+ dx,dx,; on a 
o = an di,dxrda, + di,dxr,dz,: | 
Le systéme S’ ne comprend que trois équations distinctes 
RAL AR, 10 8 OL = ON Meir nO. 
tandis que le systeme S + S’ comprend quatre équations 
dx,=0, dx,=0, dx,=0, dx,=o. 
La forme 0 est done de classe quatre, et la forme o! de classe 


trois. On peut écrire en effet 


O.=—Car, da. (aaaee 1 1004) s 


Remargue. — Toute forme de degré p et de classe p peut étre 
ramenée a la forme 0 = Kdy,dy, ... dy,, 0d K doit étre une 
fonction de y,, ..., Y¥,- On peut done supposer K—1, et © est une 
différentielle totale symbolique. 

Toute forme de degré pet de classe p + 1 peut de méme étre 
ramenée a la forme y,,, ,dy,dy, ... dy, (n° 28), et n’est pas une 
différentielle totale symbolique. La forme dérivée est aussi de 
classe p + 1. 


Appiication. — Etant données p fonctions quelconques indépendantes 
Sis fa, «++> fp de n variables x4, £2, ..., Ln(n> p), les déterminants 
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fonctionnels A = Dif fp --- fr) OU G4, H, ..., % sont p 
A142... bp Dix, x 2. eS P 

igi as tl, sO 
nombres entiers différents choisis parmi les n premiers nombres, véri- 
fient des relations différentielles et des relations algébriques. On 


ge ieut ces relations en exprimant que la forme symbolique 


o= Dae tpl Bal Oieg 2+ Uy = rf. Ufo 


ou le signe = est étendu 4 toutes les combinaisons p a p des n indices, 
est une différentielle totale symbolique de classe p. On a les relations 
différentielles en écrivant que est une différentielle totale symboli- 


_ que, et les relations algébriques en écrivant que 2 est de classe p. Ces 


conditions sont suffisantes pour que les fonctions A ata eer soient les 
jacobiens de p fonctions /;, fz, ..., fp par rapport a p des variables xi, 
car toute forme de degré p et de classe p, qui est une différentielle 
totale symbolique, est réductible a la forme d/\dfz ... df. Il suffit 
méme, nous venons de le voir, que cette forme soit de classe p.On peut 
done écrire les conditions de deux fagons, soit en écrivant que 2 est 
une différentielle totale symbolique, et que les équations de S se rédui- 
sent a p équations distinctes, soit en écrivant que les équations du 
systéme S ++ S’ seréduisent a p équations distinctes. 


35. Analogies avec une forme de Pfaff. — Le systéme S’ 
est analogue du systéme S, étudié au n° 5, et le systtéme S+58' 
Vanalogue du systemeS, (n° 6), qui détermine la classe d’une 
forme de Pfaff.On peut expliquer comme il suit pourquoi les 
systemes S’ et S + S’ sont une généralisation naturelle des syste- 
mes §, et S,. Etant donné une forme symbolique de degré p 


o= > Ade ‘3 aint Bp by, a 


Kp’ 
considérons p éléments linéaires différents 

, r G 2 sb ) 
(da,', da,',:.., Ax,), , (dx,7,Ax,”,...., AL,*), ..., (AL,?, «+, AL,,”), 


nous dirons que ces p éléments sont en cnvolution relativement a 


la forme Q, s ils satisfont a la relation 


7 ‘ is ve 
ya (Pe) Cay i (ae, = 6, 


la sommation étant étendue a tous les arrangements des n indices 
Da p. 


140 LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


Dans le cas particulier 00 p=a, si la forme donnée est la forme 
dérivée wo d’une forme de Pfaff w, la définition de deux éléments 
linéaires en involution coincide bien avee celle qui a été donnée 
plus haut (n° 8). Il résulte aussi de cette définition que p éléments 
linéaires distincts appartenant 4 une méme multiplicité intégrale 
de l’équation © = 0 sont en involution relativement a la forme.Q. 

Un élément linéaire (dx,, dx,, ..., dx, est un élément singu- 
lier pour une forme © s'il est en involution avec p—t autres élé- 
ments linéaires quelconques relativement & cette forme. Les équa- 
tions du systéme S déterminent précisément les éléments singuliers 
pour la forme 9, et les équations S’ les éléments singuliers pour la 
forme dérivée 0/. Dans le cas limite ot la forme 2 est une forme 
linéaire, les éléments singuliers pour cette forme ne peuvent étre 
que les éléments intégraux eux-mémes. On yoit d’aprés cela que le 
systeme S, (n° 5) définit les éléments singuliers pour la forme 
dérivée w’, et le systeme S, les éléments singuliers pour les deux 
formes w et w’. Les systtmes S’ et S + S’ pour une forme de degré 
quelconque jouent donc le méme réle dans l’étude de cette forme 
que les systémes 5S, et S, dans l’étude d’une forme de Pfaff. 

L’analogie avec la théorie d’une forme linéaire se poursuit plus 
loin. Le systeéme S’, écrit plus haut est évidemment l’analogue du 
systtme S, (n° 7) ou systeme caractéristique pour une équation de 
Pfaff, tandis que le systéme S" formé par le second groupe des 
équations de S’, 


n 


(8) Andee + Aindanyi= 0, (i, = 1,2, ..., 2), 


= 


est analogue du systéme §,, ou systéme de Pfaff. 

Si l'on peut satisfaire aux équations de S" sans supposer 
dxXn41—=0, le systeme S + S’ est identique au systeme S’. Si nous 
posons en effet 


dz] 
SEN 
datn+1 


? 


les équations de S" s’écrivent 


2 


s Ainty + Aig = 
1 
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et on en déduit 


»? 1 > AinidaR | oi SS) Airndxp, = 0, 
l Ie 


Rk 


de sorte que les équations du systéme S sont des conséquences des 
équations de S'.. 

Par conséquent, lorsque les deux formes ©, 0’ sont de classes 
différentes, on ne peut satisfaire aux équations deS” qu’en prenant 
dx, ,, = 0. Ce systéme §” est donc identique a S’, et le systéme S’, 
est identique 4S +4 S’. 

Lorsque les deux formes ©, ©’ sont de méme classe, les équa- 
tions de S sont des conséquences des équations de S$’, et les deux 
systemes S",S,’ sont identiques. On voit en effet, par une combi- 
naison immédiate, que les éléments linéaires qui vérifient les rela- 
tions S" vérifient aussi les relations 


> Ainidxpdaxy + dans (x 
ke, l 


pee Way 
h 


qui deviennent, en tenant compte de la condition Aje: + Ai = 0, 


Axn+A (2 prcen) we 
k 


Si dx, ,, nest pas nul, on retrouve les équations du systeme S. 
Si dx,,,, = 0, le systtme S” est identique 4S’ et, par hypothése, 
les équations de S sont des conséquences des équations de S’. Tous 
les éléments linéaires qui vérifient le systeme S" vérifient donc 
aussi le syst¢me S et par suite le systeme S,’. 

Des quatre systémes completement intégrables S', S + S', Sy’, Ss 
il y a donc au plus deux systémes distincts. 


86. Classe d’une équation symbolique. Caractéristiques. 
— Le systéme S,' donne la classe de (equation & = 0. Supposons 
que ce syst?me se compose de m + 1 équations distinctes. Iladmet 
alors m intégrales indépendantes de .x,,,, et une derniére intégrale 
dépendant de x,,, de la forme 


Lyrs ++ F (205 eeny xs) = (Si 


Si 2 tak a ist i bei) 


‘a * ¥ ; artis. o : 
a Sar ee ee 
A ii 


~ 


‘ Vet Oat 
* 4 2 why 
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qui s’obtiendra par une quadrature quand on aura obtenu les inté- 
grales premiéres indépendantes de 2, 4. Imaginons que l’on fasse | 
un changement de variables de fagon que y,, Yor -- +» Ym Sorent 
précisément m intégrales de S,', la variable auxiliaire x, ,, n’étant 


pas changée. Les équations 


n n 
Spin: = 0, » Bindyt + Birdany1 = 0 
k=1 l=1 
devront étre vérifiées quand on y remplacera dy,, dy., ..., dy, par 


zéro. Il faut pour cela que tous les coefficients Biz, ou Pun des 
indices est supérieur 4 m, soient nuls, de sorte que 0 ne renfer- 
mera que les différentielles dy,, ..., dy,,. Il faut de plus que les 


relations 
n 4 

> Binidyi + Birdanyzs=0 8 (1<m, kgm) 

l=m+1 

Bial 


soit indé- 
Biz 


se réduisent a une seule, ce qui exige que le rapport 


pendant des indices 7 et k. Mais on a 


oBi OB dbl obi 
Biat ple ik sie BE ee Bu ta Biz : 

ay Yi ok oy! 
Le rapport ee aie 
Bik dyl 


doit done étre indépendant de y; (J > m), et 


par suite le rapport de deux coefficients quelconques de © est indé- 
pendant des variables y,,,.,,.--, Y,, etl’on a pour © une expression 
de la forme 


(46) O==K > Cizdyidyn lig Ser ee ah 

Usak 
les coefficients Cj, ne dépendant que des variables Faskas Yoo ae 
un raisonnement déja employé plusieurs fois, on démontre que la 
forme © ne peut étre mise sous une forme analogue, ot le nom- 
bre m serait remplacé par un nombre inférieur. C’est ce nombre m 
que j’appelle /a classe de 'équation 0 =o. 

Nous avons maintenant deux cas A distinguer. Si le facteur K 
ne dépend que des variables y,, y2, -.-, Yn. on peut évidemment 
supposer K = 1. La forme © est elle-méme de classe m, mais la 
classe de ! peut étre un nombre quelconque inférieur & m. 
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Si le facteur K dépend d’autres variables que y,, Yo, -+-s Yypy OD 


peut supposer K = y,,.,. Les m + 1 équations du systéme S’; se 
réduisent a 


dy, = 05 4. Jag AY == 0; AY mes + Ynrad2rnicr == 0, 


La classe de © est m + 1, tandis que la classe del’équation 0 =o 
est seulement m. Dans ce cas, la classe de 0! est aussi m + 1, puis- 
que les systemes S’, et S + S’ sont différents. 

Kn-résumé, nous avons trois nombres aA considérer: 1° la 
classe ¢ de la forme Q ; 2° la classe c' de la forme 7’ ; 3° la classe y 
de l’équation Q= o. Ces nombres ne peuvent étre tous les trois 
différents, puisque l’on a y = ¢, sic >’. Dans le cas d’une forme 
de Pfaff, deux de ces nombres sont toujours différents. 

Pour une forme de degré supérieur, ces trois nombres peuvent 
étre égaux. 

Parexemple, pourlaforme 02=2,dx,dx,+x,dx,dx, + dx.dx,, 
les systemes 8’, 8’, S + S’, S’, sont identiques et donnent dx; = o 
(¢ = 1, 2, ..., 6). Les trois classes sont égales a 6. I] en est ainsi 
toutes les fois que le systemeS est équivalent a 8’, Au contraire, 
pour uneformey,,,dy.,.,dy,,0n ac=cC=p+1, y= p. 

Le systeme §,’, ou x,,, est regardé comme un paramétre 
auxiliaire, est encore /e systéme caractéristique pour léquation 
2 =o. Toute multiplicité intégrale de ce systeéme, c’est-a-dire 
toute multiplicité dont tous les éléments linéaires vérifient les m 
équations de S,', est une multiplicité caractéristique. Il existe des 
multiplicités caractéristiques M,,_,, 4—m dimensions représen- 
tées par les équations 


A= C,, 009 Ym == Gino 


OU Wy, -- +5 Ym sont m intégrales de S,', indépendantes du parameé- 
tre x,,,, et toute multiplicité caractéristique s’obtient en prenant 
une multiplicité arbitraire sur une de ces multiplicités M,,_,,,. Nous 
dirons que y,, .-., ¥,, forment un systeme de variables caractéris- 
tiques. 

Le lieu des multiplicités caractéristiques M,_,, issues des diffé- 
rents points d’une multiplicité intégrale quelconque M, de léqua- 


e ‘ 
ye een 
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tion &2=0 est aussi une multiplicité intégrale de la méme 
équalion. 
La démonstration est toute pareille 4 celle du n° 47, Supposons 


’équation 2 =o ramenée a une forme réduite ot ne figurent que 


les m variables caractéristiques y1, .-.+ Yin. et leurs différentielles. 
Soient . 
(47) Ui = ar any, Ree sata (Shy Dane eee) 


les équations qui représentent une intégrale M, a r dimensions, 
Uy, «+, Ur étant r paramétres arbitraires. Les conditions qui expri- 
ment que les équations (47) définissent une multiplicité intégrale 
ne font intervenir que les m fonctions ¢,, ..., %,,- On peut donc 
remplacer 44; +--+) @, par des fonctions absolument arbitraires 
des r paramétres w; ou d’autres paramétres. Les équations 


Ua G1 (U4, erste Ur), s5 39 Ym = Om(Uy, an hte) 


YmH+4 = Urtt, ++ +9 Yn = Urtn—m, 


OU Wii, -..,Urtn—m sont de nouveaux paraméetres arbitraires, 
représentent donc aussi une multiplicité intégrale qui sera a 
r + n—m dimensions au plus. Ilest clair que cette multiplicité 
est le heu des multiplicités caractéristiques M,,_,, issues des diffé- 
rents points de la multiplicité M,. En particulier, le lieu des mul- 
tiplicités caractéristiques M,_,, issues des différents points @une 
multiplicité queleonque d’ordre inférieur a p est une multiplicité 
intégrale. : 


Remargus. — Considérons le produit symbolique de p formes de 
Pfatf distinctes 


Si les p équations o; =o forment un systtme complétement 
intégrable, ce produit peut étre ramené a la forme 
o= Kdy, ... dy,; 
Yi, -++5 Y, sont Tes variables caractéristiques, et la détermination 
des multiplicités caractéristiques est ramenée a lintégration du 
systéme des p équations w; = 0.. cf 
Plus généralement, si © est le produit de p formes de Pfaff guel- 
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conques linéairement distinctes, la classe de l’équation 2 = 0 est 
égale a la classe du systtme de Pfaff formé par les p équations 


wi== 0 (Voir plus loin Chap. V1). 


37. Remarques sur lintégration des systémes précédents — 
Les systémes S’,S + S’, ne sout pas des systémes différentiels quel- 
conques, Si l’on connait toutes les intégrales du systéme S', sauf une, 
on peut achever Vintégration par une quadrature. Supposons que le 
systéme S’ se compose de r équations distinctes et que l’on connaisse 
r — 1 intégrales premiéres. On peut supposer que I’on ait effectué un 
changement de variables tel que ces intégrales premiéres soient 
Y1, Y2x ..-, yr—1. Les r équations distinctes du systéme S’ doivent done 
se composer des r— 1 équations dy; = 0, ..., dyr—1 = 0, et d’une seule 
équation distincte de celles-la. En d’autres termes, les équations du 
systéme S’ doivent se réduire 4 une seule, quand ony faitdy, = 0, ... 
dyr—i = o. Elles ne peuvent d’ailleurs étre toutes vérifiées identique- 
ment apres cette substitution, car le systeme S’ ne comprendrait alors 
quer —  équations distinctes au plus. Yous les coefficients Bipi, ot 
deux des indices sont supérieurs a r — 1, dowwent étre nuls. Supposons, 
par exemple, que l’on ait Bixn 4 0, h et k étant supérieurs a r — 1, Les 
deux équations du systéme S’, ot l’oma fait dy, =0, ... dyr-1 = 0, 


nv n 
Se Biridy, = 0, »S Binidy, = 0, 
f=pr l=r 


ne peuvent se réduire a une seule, car la premiére contient un terme 
endyn et ne contient pas de terme en dyx, tandis que c’est l’inverse 
pour la seconde. 

Cela étant, prenons un systéme de valeurs pour les indices ¢ et 
tel que tous les coefficients Bix: (ob / Nr) ne soient pas nuls. La rela- 
tion générale 


(48) 


®Bint —Bhlk | Bini 0Bhik _ 
dyh dyi oYk oYyl 


devient, puisque Baih = Bini = 0, si / et h sont Nr, 


2Bikt _ 2Bikh mT oe 
(49) ee. ~ ORY me Fu HoT. 7). 
n 
Le premier membre de l’équation » Birzidy; = 0, ot Von regarde 
v=r 
Yy> +++) yr—1 comme des paramétres, est donc une différentielle exacte, 
et la derniére intégrale s’obtient bien par une quadrature. 
G. Legons. 10 
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Le théoréme classique de Jacobi sur le multiplicateur peut étre con- 
sidéré comme un cas particulier de cette proposition. Supposons en 
effet que le systéme d’équations différentielles 


2 daa dx, 5 din, 
eo) Aji 0 he ae 


admette pour multiplicateur l'unité, c’est-a-dire que Von ait 


VAs 


hed OL 


Sinest impair, par exemple, la forme 

Opi = Ayday ... dan + Acda,... dandx, +... + Anda, ...dxn—1 
est une différentielle exacte (n° 26), et le systéme S’ correspondant est 
identique au systéme donné (5o0\. 

On démontrerait de la méme facgon que, si l’on connait toutes les 
intégrales du systéme S + S! sauf une, les intégrales connues compre- 
nant celles du systéme S', on peut trouver la derniére intégrale par 
une quadrature. 

Dans le cas ob l'on ac=¥7-+ 1, on a vu au numéro précédent que 
si l’ona intégré le systéme caractéristique, on a sans aucune intégra- 
tion la derniére intégrale du systeéme S + S’. 

Quant au systéme caractéristique lui-méme, l’exemple citéa la fin du 
numéro précédent prouve qu il peut étre un systeme complétement 
intégrable quelconque. ; 


38. Rang d'une fonction relativement 4 une forme sym- 
bolique. — Soit © une forme symbolique de degré p a n varia- 
bles, et de classe c. Si, dans cette forme, on remplace Pune des 
variables, 2, par exemple, par une constante C et da, par zéro, on 
obtient une nouyelle forme & mn —1 variables 0, de classe 
c¢,=c¢ —r,r étant positif ou nul. Nous dirons que rest le rang 
de x, relativement a Ja forme Q. Plus généralement, f(x, ..., ©,) 
étant une fonction quelconque, supposons que nous établissions 
entre les n variables x; la relation f==C, d’ou résulte la relation 
df=o entre leurs différentielles. Ce cas se raméne immédiate- 
ment au précédent par un changement de variables. Si par exem- 
ple f contient x,, on‘peut conserver les variables x, ..., 2, } en 
remplagant 2, par sa valeur tirée de f= G, et dx, par sa valeur 
tirée de df = 0, on obtient une forme 0,, & n —- 1 variables, et de 
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classe c, = c — rr. Le nombre r est le rang de la fonction f 
relativement a la forme ©. 

Supposons © ramenée A une forme réduite, c’est-’-dire exprimée 
au moyen de ¢ variables y,, y., ..., yc, et de leurs différentielles. 
Si la fonction donnée / ne s’exprime pas au moyen des variables 
Yi. -++5 Ye Seulement, mais renferme d'autres variables, il est clair 
que la relation f/== Cne modifie pas l’expression de la forme 
réduite, et par suite le rang de fest égal a zéro. Les seules fonc- 
tions f(x, ...,x,) dont le rang relativement & une forme n'est 
pas nul sont done les intégrales du systéme S + S', dont Vordre 
est égal a la classe de o. 

Pour trouver le rang d’une fonction f(a, ..., x,), on peut 
appliquer la régle générale suivante ('). 

Sotent c la classe de la forme a, et y la classe du produit sym- 
bolique odf ; le rang de f relativement a la forme a est égal a 
C= VS ue 

Supposons toujours © mise sous une forme réduite, ot figurent 
seulement les variables y,, ..., ye et leurs différentielles. Si la 
fonction f est indépendante de y,, ..., Ye, il est clair que le pro- 
duit odf est de classe ¢ + 1; il est d’ailleurs aisé de s’en assurer 
en observant que le systeme S + S’relatif ace produit contient 
une équation de plus, soit df= 0, que le systeme correspondant a 
la forme 2. On a dans ce cas y=c+1, et par suite r =o, con- 
formément a ce qui vient d’étre énoncé. ; 

Si f est une intégrale du systeme S + $’, nous pouvons évidem- 
ment supposer que l’on a f= y,. Nous pouvons écrire a=, 
+IU,dy,, U, et M,étant deux formesde degrés p et p — 1 respective- 
ment, la premiére 1, ne renfermant pas dy,. Soit c, la classe de la 
forme 1, quand on y regarde y, comme un paramétre ; ce nom- 
bre c, est inférieur 4c, et le rang de y, est c — c. D’ailleurs on 
a = ody; = U,dy, et par suite Q,'==0,'dy,, 1,' désignant la 
forme dérivée de i, ott l’on regarde y, comme un paraméetre. Les 
équations du systeme S+ 8’ qui déterminent la classe de la 
forme ©, s’obtiennent done en adjoignant la relation dy, = 0 aux 
équations du systéme analogue dont l’ordre est égal 4 la classe de 


(') Comptes rendus, t. 165, p. 541, 1917. 
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la forme [1, ol y, est regardé comme un paramétre. On a done 
vy=c, + 1, et par suite r= c —yY + 1. 

Il est & remarquer que l’énoncé est en défaut si M1, disparait ; 
dans ce cas y et c, sont nuls, et y, estde rang c. Ceci ne peut arri- 
ver que si la forme © est divisible par un facteur d/. 

Pour qu’une fonction / soit de rang r, il faut done que le pro- 
duit odf soit de classe c — r + 1. En écrivant que les équations 
du systéme correspondant S + S' se réduisent a ¢ — r + 1 équa- 
tions distinctes, on a un systéme d’équations aux dérivées partielles 
simultanées du premier ordre auxquelles doit satisfaire la fone- 
tion f. Ces systémes n’ont pas été, je crois, étudiés jusqu’a présent. 


Exempie, — Soit O = daidxedax; + dada dx, ; on a X' = 0, 
Odf = dxydrodx;(p,dx, + psdxs + pedxg) 


O. 
+ dx da dx,( pdx, + podxr2 + p3dx3),  pi= = ; 


Les-équations du systéme S’ relatif 4 Qdfdonnent les 6 conditions 
dxj = 0, A moins que l’on n’ait a la fois pj = po = p3 = 0, oup, =P; 
=p s=o.ll y a done deux familles de fonctions de rang ¢rois, les 
fonctions F(a, #2, x3) et les fonctions &(.7,, x5, x5). Toute autre fonc- 
tion est de rang un. 


Remarqusz. — I] n’existe pas toujours de fonctions de rang supérieur 
a un pour une forme symbolique . Soit par exemple 2, une forme du 
second degré de classe 5 ; s’il existe une fonction de rang deux par rap- 
port a cette forme, on peut, par un choix convenable des variables, 
Pécrire 


Og = ary dxgdx3 + (Aydx, + Andre + Asda, + A,dx,)dxs. 


La forme la plus générale du second degré a cing variables ne peut 
étre ramenée a cette forme, car elle dépend de dix coefficients arbi- 
traires, 2, n’en renferme que quatre, et le changement de variables le 
plus général n’introduit que cing fonctions arbitraires. 


GENERALISATION. — On peut généraliser cette théorie, en consi- 
dérant un groupe de fonctions au lieu d’une fonction unique. 
Soient /,, /2,-..,/g un systéme deg fonctions distinctes des varia- 
bles indépendantes. Si l'on prend un nouveau systéme de varia- 
bles, tel que f, = y,, ..., fy = Yq, il peut arriver qu’en faisant 


eg HS ete fens Ses Ds 
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yi = Gi, dy; = 0 ((=1, 2, ..., g) dans la forme Q, la classe de la 


nouvelle forme soit inférieure de r unités a la classe de la forme a. 
On dit alors que le groupe de fonctions (/;,f>, -- .» fq) est de 
rang r relativement a la forme Q. Pour que r soit positif, il faut et 
il suffit que, parmi toutes les fonctions de la forme PCT is fey ce seg) 
ily ait une ou plusieurs intégrales du systeme S + S’; la démons- 
tration est toute pareille 4 la précédente. On peut donc se borner & 
étudier les groupes formés d’intégrales du systeme S + S’. Soient, 
par exemple, f, et /, deux intégrales de ce systtme, de rangs r, 
et r, respectivement ; si les relations /, = C,, f, = C, abaissent la 
classe de 0 der unités, rr est le rang du groupe (/,, f,). lest a 
remarquer que r est au moins égal au plus grand des deux nom- 
bres r,, 72, mais il n’est pas forcément égal A r, + r,. Ainsi, pour 
la forme de Pfaff » = y,dz, + y,dz,, les fonctions y,, y, sont de 
rang un, et z,, z, sont de rang deux ; les couples (y,, 2,), (Yo, 22) 
sont de rang deux aussi, les couples (z,, yy), (225 Y1)s (Yi, Ye) sont 
de rang trozs, le couple (z,, 22) est de rang quatre. Voici un autre 
exemple ou r est supérieur a 7, + r,. Pour la forme du second 
degré x,dx,dx, + x,dx,dx,, x, et x, sont de rang un, tandis 
que le couple (x,, x,) est de rang quatre. On reviendra en détail 
sur ce sujet pour une forme de Pfaff (Chap. IV). 


Ape.ication. — Une différentielle totale symbolique du second degré 
est toujours de classe paire, puisque le rang de cette forme est toujours 
un nombre pair (n° 32). Il s’ensuit que le rang d’une fonction / relati- 
vement a 0 est zéro ou deux; en reprenant une suite de raisonnements 
tout a fait analogues 4 ceux du n° 42, il serait facile d’en déduire 
directement que cette forme ’ peut étre ramenée a une forme canonique 


2 dyidz, + sats 4- dyp,dzp, 


si elle est de classe 2. Nous laisserons au lecteur le soin de développer 
lui-méme la démonstration, sans supposer connue la réduction d’une 
forme de Pfaff. On peut prendre pour y, une fonction quelconque de 
rang deux (voir n° 12). 


39. Formes du second degré a quatre variables. —- 
Soit © une forme du second degré a quatre variables 


(51) o= DS Andxidan, Cn ae a 


i, & 


NEC ns 


ts hats, tS EP es Ve ee ey ee ae 
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si cette forme est une différentielle totale symbolique, elle est de 
classe 2 ou4, et peut étre ramenée & une des formes canoniques 
dy,dy, dy,dy2 + Aysdyas Yrs Yor Yor Ys tant des fonctions dis- 
tinctes des variables x,, x,, 23, X,. Si Q nest pas une différentielle 
totale symbolique, elle est de classe 3 ou 4; si elle est de classe 3, 
elle peut étre ramenée & la forme canonique y,dy,dy, (n° 34), les 
trois fonctions y,, Yo, yz étant distinctes. Considérons enfin le cas 
général ot & est de classe 4, sans étre une différentielle totale 
symbolique. / 
La forme dérivée 


dAd3 dAs, 
OX, 0X2 0X3 


(52) = \ ddndaida, = 


Ox, Xs OL, 
3. 


Fo (Se a dAy =f sat) davgdary dary 


Aya dAto dA a4 
0X9 OX, XL 


dAre dAs: oA; 
= ( a, ss eo + aa ) da, da,dses 
nest pas identiquement nulle, et l’on a observé quelle était de 
troisiéme classe. On peut la ramener (n° 34) a la forme canonique 
Q' = dy,dy,dy;, en prenant pour y,, Yo, y3 trois intégrales dis- 
tinctes convenablement choisies de |’équation linéaire aux dérivées 
partielles 


(53) df — (Fy Sep Se) 


On peut méme ramener ©! a cette forme canonique d’une infinité 
de fagons en remplagant y,, ¥,, ys par trois fonctions Yi(y,, y», Ys) 
D(Y1, Yo, Ys) 
Diya, ya, ys)” 
D’aprés sa signification, ’équation (53) est un covariant de la 


(t = 1, 2, 3), dont le jacobien est égal a l’unité. 
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forme ©, relativement a tout changement de variables, puisque 
toute intégrale de cette équation annule identiquement le produit 
symbolique o’d/, qui est un covariant de ©. Le systéme d’équations 


différentielles 
(54) ax, Soe —_— dxe 
dAgs ve dA3, 2 dAge dAg, dAgs dA45 
OX, Le 0X3 OX, d23 OL, 
J dx, pat = dx, 
dA gs o Aus eS 0An, Ads 4 Ags se Ag,” 
Le OX, OX 0X3 OL, Le 


associé a l’équation aux dérivées partielles (53), est aussi un sys- 
téme covariant de la forme ©. 

Les intégrales de (équation (53) sont de rang 2 0u 4 relative- 
ment ala forme ©. 

Il suffit évidemment de prouyer que l’intégrale y, par exemple 
est de rang 2 ou 4. Or, puisque l’on a 0’ = dy,dy,dy,, on en con- 
clut que la forme peut s’écrire 


Q== y,dy,dy, + o', 


w étant une forme de Pfaff & quatre variables y,, 72, Y3, y4- Si Von 
fait maintenant. y,—= C, o’ devient une différentielle totale symbo- 
lique a trois variables et du second degré; elle est donc de classe 
deux, 4 moins d’étre identiquement nulle, ce qui ne peut arriver 
que si Q est divisible par dy. 

Réciproquement, soit /(x,, ©, 23, £,) une fonction de rang deux 
relativement 4 la forme ©. Cette forme peut s’écrire 0 = odf + I, 
w étant une forme de Pfaff, 1 une forme du second degré qui ne 
contient pas la différentielle df, et qui est de seconde classe quand 
on regarde f/ comme une constante, On peut donc, en choisissant 
deux autres fonctions /;, /,, distinctes de /, mettre encore © sous 
la forme ; 


a= o,df + df.df,, 
on en tire 0’ = dw,df, et par suite / est une intégrale de l’équa- 
tion (53) a'df = o. 
Il existe done pour une forme générale du second degré a quatre 
variables une infinité de fonctions de rang deux, qui sont des 


‘y 
wy] 
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fonctions arbitraires de trois fonctions indépendantes. Ce sont des 
fonctions distinguées relativement a cette forme. Nous avons vu 
qu'il u’existait pas de fonctions de cette espéce pour une différen- 
tielle totale symbolique du second ordre de classe 4 a 4 variables. 


Sila forme © admet un facteur intégrant sans étre une différentielle 
totale symbolique, on peut l’écrire Q = ¥,9, la forme Q, étant une 
différentielle totale symbolique de classe quatre. La variable y, est 
nécessairement de rang deux relativement a cette forme 4, qui peut 
alors s’écrire dy,dy. +dy3dy,, d’aprés la remarque qui termine le 
paragraphe précédent, La forme Q peut donc étre ramenée a une forme 
canonique 


X= p(dyidy, + dysdy,), 
0. 
oy 
oY2 
Si © n’admet pas de facteur intégrant, il -n’existe pas de forme cano- 
nique. Nous venons de voir que © peut étre ramenée a la forme. 


et l’équation (53) devient 


2 = yidipdy; + Q (4), 


Qi) étant une différentielle totale symbolique qui contient nécessaire- 
ment une variable y,. distincte des variables y;,y2, y3. Cette forme Q(t) 
peut étre de classe 2 ou 4, Si elle est de classe deux, on peut écrire 2 
sous la forme 


2 = yidyzdy; + dy,df, 


Jf étant une fonction arbitraire de 4, yo, Y¥3, yy. Si Q(1) est de classe 
quatre, elle renferme les quatre variables y,, y2, y3, Yq, et on peut la 
mettre sous la forme 


at) = dydf + 2, 


o.” étant une autre différentielle totale symbolique de classe deux, Si 


Jf ne renfermait pas y,, la forme y,dy2dy3 + dyidf serait une forme de 
classe trois, que l’on pourrait écrire par un changement effectué sur 
ces variables seulement, s,dz2dz; et l’on serait ramené au cas précé- 


dent. Si fcontient la variable y,, on peut poser f = y,, et 2 prend la 
forme 


2 = yrdyodys + dy,dy, + dfidfr, 


Ji et fo étant deux fonctions arbitraires. Il est évident @ priori qu’on 
ne peut trouver pour 2 de forme réduite ot figurent moins de deux 
fonctions arbitraires, puisque cette forme contient sia coefficients Aja, 
et un changement de variables n’introduit que quatre fonctions arbi- 
traires, 
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Remargue. — L’intégrale fe est un invariant intégral absolu 


pour le systeme d’équations différentielles (54), et l'intégrale fe un 


invariant intégral redatif pour le méme systéme (Voir chapitre V). 


L’équation symbolique © = 0 admet toujours une infinité d’intégrales 
a deux dimensions dépendant d’une fonction arbitraire de deux varia- 
bles. Si l’on considére, pour fixer les idées, a, et v2 comme deux varia- 
bles indépendantes, !a multiplicité M, définie par les deux équations 
Ly = f (Xs, £2), LX, = 9 (X14, Le) est une intégrale de l’équation X= 0, 
pourvu que les fonctions f et  vérifient une seule relation 


Oo ny n) n 
W(x, 2x, f 2 52 Sf ae P| =o, 


OX S Or 6b) ® 


que l’on obtient en remplacant x3, x,,dx3, dx, par f, 9, df, dg respec- 
tivement dans la forme Q. L’une ‘des fonctions f, g peut étre choisie 
arbitrairement, et la seconde est déterminée ensuite par une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre. On a déja remarqué (nos 27 
et 30) que les équations de ces multiplicités peuvent étre écrites expli- 
citement, aprés l’intégration d’une équation de Pfaff, lorsque la forme 
est le produit symbolique de deux formes linéaires, ou lorsqu’elle 
admet un multiplicateur (). 


(!) Certains problémes de géométrie conduisent & des équations symboli- 
ques de la forme (51). En voici un exemple, qui se rattache a un probléme 
étudié par M. Axel Egnell (Comptes rendus, t. 171, p. 1119). 

Considérons la congruence de droites définie par les équations 


X—Z2  Y—y  LZ-£ 
Geel g Sid Che 
ol x2, y, s,a, b sont des fonctions de deux paramétres arbitraires wu et v. 
Pour que la surface S lieu du point (x, y, s) soit la surface moyenne de cette 
congruence, il faut et il suffit que les fonctions «, y, z,a, 6 vérifient l’équa- 
tion symbolique 


dady — dbdx + dz(bda — adb) = 0. 
La surface S étant donnée, on peut poser 
x= 2, y= 2, de = pda, + p,dx,,a = 2,,b= ry 
et cette équation devient 
O= pn dada, + (1 — px) daydax, + (pox, — 1)dx,da, — DyLs0cegae, —=\0 3 


il serait facile d’en déduire les résultats de M. Axel Egnell. 
La forme Q admet un facteur intégrant si la surface S est un plan et dans 


ce cas seulement. 


CHAPITRE IV 


APPLICATION DES FORMES SYMBOLIQUES 
AU PROBLEME DE PFAFF (') 


40. Dérivéessuccessives d’une forme linéaire.— Soient 
une forme linéaire de différentielles & n variables 


w == Aydx, + Ajdx, + ... + A,dx, 
et w! la forme dérivée 
wo! = dA,dx, + dA,dx, + ... +dA,dz,: 
Le produit symbolique 
w” == ww’ = (Aida, + ... + A,dax,)(dA,da, fe ee eee ee 
est une forme du 32 ordre que nous appellerons la seconde forme 


dérivée de ». De méme le carré symbolique 


i -. (0)? = = (dA,da, + ... dA,dzx,)? 


— mS dAjdxjdApdxp, 


tk 


ou la sommation est étendue A toutes les combinaisons des indices 
2a 2, est la troisiéme forme dérivée dew. Le produit symbolique 


= 
w= wo" == (A,day +... + Andan) (2 dAidadAndor 
i, R 
est la quatriéme forme dérivée de ». D’une fagon générale, la 
dérivée d’ordre impair 2m —1 de westégale a la puissance mime 
symbolique de w', divisée par m / 


omast)—= 2 ; 
w(2m eee OO : 


(!) Voir le Mémoire déja cité de M. E. Cartan, Sur certaines expressions 
differentielles et le probléme de Pfaff (Annales de l’Ecole Normale Supérieure, 
3 série, t. 16, 1899, p. 239-332). Le contenu de ce Chapitre est extrait pres- 
que entiérement de ce Mémoire, sauf quelques changements dans les 
démonstrations. 
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c’est donc la somme de tous les produits mam des produits sym- 
boliques dA,dzx,, dA,dx,, ...,dA,dz,. La dérivée d’ordre pair 2m 
estégale au produit dew par w2"—1) 


) (2m) Sey ( wy 


La dérivée d’un ordre quelconque p est donc une forme de degré 
j tae <i i 

Supposons qu’avec un nouveau systéme de variables (y,,..., Y,) 
la forme » se change en une formes linéaire par rapport aux 
différentielles dy;.On a déja démontré (n° 26) que, par ce change- 
ment de variables, la forme dérivée w! se change en ow’. Le produit 
symbolique w” —= wo’ se transforme donc en le produit symboli-, 
que oo’ = ow". La méme propriété s’étend a toutes les formes déri- 
yées dew, qui se déduisent de w et de w' par des multiplications 
symboliques. Si un changement de variables transforme la forme 
linéaire » en une nouvelle forme linéaire mw, la méme transforma- 
tion change la dérivée w() en la dérivée oP). 

Soit » — w, + w, lasomme de deux formes linéaires. On a évi- 
demment w' — wo’, + w',, et une dérivée d’ordre impair w(?"—"1) est 
égale ala puissance miéme symbolique (*) de w' divisée par m / 


2m—1),— 2! ' 
w(2m—1) eyo + o's)”. 


Comme wo’, et w’, sont des formes d’ordre pair, on a aussi 


wQm—1) = oy (w',y" + 2 (w!, "410, 


m(m — 1) 
iD ( 


a 


fa co! )™—2(elg)® Hoe + CAgs 


ce que l’on peut encore écrire 
(ah ot) a w,(2m—4) + w @m—1) 4 md Cpgo, (Pw ,P7—?), 


Coq étant un coefficient différent de zéro, et la somme des deux 
nombres positifs p et g étant égale a m. On remarquera qua ne 
figuredansVexpession de 0?"—1) que les dérivées @ordre impair 
de w, et de wy. 
(4) Il ne faut pas confondre les deux expressions (m)” et wim, dont la pre- 


miere désigne la puissance miéme symbolique de w, qui est nulle, tandis que 
la seconde représente la miéme forme dérivée de m. : 
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Ona de méme 


(2) wl) = wm-1) x @ = [oem 4 2-1) 


$Y Cyqo,2?—Y0,27-H]| [o, + 0) 
Saath (2m) +. Wo (2m) Wy (2m—1) Wy + 0 oe", 


ae +> 2, Cras (P)e (29-1) 2 pg) Pw, (29) ; ; (p+ =m); 


chacun eh partiels contient une forme dérivée d@ordre 
pair et une forme dérivée dordre impair. On remarquera que, 
dans les deux cas, toutes les dérivées d’ordre impair de o, et de , 
y figurent. 

Remargve.— Si, dans une forme linéaire w, on supprimele terme 
en dx, et qu’on regarde x, comme une constante dans les coeffi- 
gients de dx,, ..., dx,, on obtient une forme linéaire o, an — 1 
variables. Quand on fait de méme dx, =o dans la pi*me forme 
dérivée oP), on obtient une forme de degré p + 1 qui est précisé- 
ment la piéme forme dérivée de w,, ou x, est considéré comme un 
paramétre. I] est évident en effet qu’on aboutit au méme résultat 
en faisant dx, =o au début des calculs qui conduisent de w et 
de w' a w(P), ou en effectuant ces calculs sans faire cette hypothése, 
et remplagant ensuite dx, par zéro dans le résultat obtenu. Or 
supposer dx, =o dans w et w’, cela revient & remplacer » par o, 
et la forme dérivée wo’ par w’,. Il est dailleurs évident que si la 
forme w'P) est nulle, il en est de méme de w,(P). 


41. Nouvelle détermination de la classe d’une forme de 
Pfaff. — Toutes les formes dérivées successives d’une forme w de 
classe c sont elles-mémes de classe ¢ au plus, car si » ne renferme 
que c variables x,, ©5,...,£¢ et les différentielles dx,, dae, ...,dxc, 
il est de méme de toutes ses formes dérivées. La dérivée w(, étant 
de degré ¢ +1, sera done nulle; la cme forme dérivée w) d'une 
forme w de classe c est nulle. Il en est évidemment de méme 
des formes dérivées suivantes. 

Réciproquement, si la ciéme forme dérivée de w est nulle, la 
forme o est au plus de classe c (*). 

(') La démonstration serait tres facile en s’appuyant sur les propriétés des 


formes de Pfaff établies au chapitre I, mais la démonstration du texte est 
indépendante de cette théorie, 
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D’une facon plus précise, nous allons démontrer que lesc¢ —1 
premieres formes dérivées w!, wl, ..., w-4) dune forme w de 
classe c ne sont pas nulles. 

Il en résulte que, pour avoir la classe d’une forme linéaire , il 
suffira de former la suite des dérivées successives de w ; si la pre- 
miére forme dérivée qui est nulle est (”), la classe de w est m. 

La proposition est évidente pour une forme de classe wn. Elleest 
aussi trés facile 4 établir pour une forme de classe deux. Si w est 
une forme de classe deux, on peut l’écrire, par un choix convena- 
ble des variables, » = y,dy,; on a alors 


wo! = dy,dya, wo! = w'.w = dy,dy, X yidy, =0, 
oy! = = (dy,dy.)* 0m wly = ww =o. 


Pour établir que le théoréme est général, il suffira donc de mon- 
trer que, s'il est vrai pour les formes de classe inférieure & c, il est 
encore vrai pour les formes de classe c¢. 

Soit @ une forme de classe c. Nous pouvons supposer qu'elle ne 
contient que c¢ variables et leurs différentielles 


w = A,dx, + A,dx, + .. + Acdxe, 


A,, Ag,...,Ac étant des fonctions des c variables x,, £2,...,2¢, et 
de celles-la seulement. La forme w, obtenue en faisant dx, = o 
dans w, ; 
w,== Acda, +... + Acdxe, 

est au plus de classe c —1, quand on regarde dans les coefficients 2, 
comme une constante, car cette forme ne renferme plus que les 
c—1 variables x,, 23, ..., 2c. Elle ne peut étre de classe infé- 
rieure & c— 2. Supposons en effet qu’elle soit de classe c — 3 par 
exemple. On pourrait alors choisir un nouveau systéme de varia- 
bles yo, ..., Yc-2, fonctions de x, Xg, ..., Xe, telles que l’on ait 


oYc—2 
Oi Dy ( sae dar) +... + Bee (dye2— “Hd, 
B,, B,, ..., Be—g étant aussi des fonctions de 2, ¥2, -.., Ye—2, et 


lon aurait 


wo = B,dx, + B,dy, +o... + Be—2dyc—2. 


Cette forme w ne peut étre de classe c. En effet, si B, ne dépend 
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que de 2, Yo, ».+, Ye—%, » ne renferme que ces ¢ — 2 variables et 
leurs différentielles. Si B, est indépendant de x,, yo, ---, Ye—2, OD 


peut poser B, = ye-14, ye—4 6tant une nouvelle variable, et» ne 
renferme encore que ¢ — 1 variables. 

La forme o, est done de classe c — 2 ou de classe e— 1, quand 
on regarde a, comme une constante dans les coefficients A»s,..., Ac. 

On peut touyours choisir la variable x, de fagon que la classe de 
w, soll ¢ — 2. Supposons en effet que la classe de «,, ot l’on donne 
& x2, une valeur constante, soitc — 1. La forme dérivée w(°—*) ne 
peut alors étre nulle, car il en serait de méme de la forme obtenue 
en faisant dv, = 0 dans w(¢-®) ; or, d’aprés la remarque qui ter- 
mine le paragraphe précédent, cette nouvelle forme est identique a 
la forme dérivée o,(°—-?), prise en regardant 2, comme un paramé- 
tre dans les coefficients de ,. Cette forme ne peut done étre nulle 
dans l’hypothése ot l'on se place. 

La forme w(¢-?) est done une forme de degré ¢ — 1 a ¢ variables 
dont tous les coefficients ne sont pas nuls, et l’équation 


wed f == 1G 


admet c — 1 intégrales distinctes. Supposons que l’on prenne un 
nouveau systtme de variables y,, yz, .-., Ye, de fagon que y; soit 
lune de ces intégrales. La forme w se transforme en une nouyelle 
forme 


——— B,dy, — Body, + ass Bedye, 
et lon a la relation 
alt—dy, === (N)5 
I] s’ensuit que la forme a laquelle se réduit w¢—2) quand on y fait 
dy, = 0 est nulle, c’est-a-dire que la (ce — 2)i¢me forme dérivée de 


oi = Body, + ... + Bedye 


ou Von regarde y, comme constant, est nulle. Cette forme a,, ne 
pouvant étre que de classe c -- 1 ou ¢c — 2, quand on fait cette 
convention, est donc de classe c — 2, et nous retombons sur la 
premiére hypothése (*). 


(') On peut remarquer que le raisonnement prouve directement qu’une 
fonction f ne peut étre d’un rang supérieur & deux relativement A une forme 
de Pfaff, et qu’il existe effectivement des fonctions de rang deux (Cf. n° 11); 
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On peut donc toujours supposer que l’on a choisi la variable x, 
de telle fagon que la forme w, 


Oy — A,dx, aa Tee 4: Acdxe, 


ou l’on fait 2, = C, est de classe c — 2. On peut alors prendre un 
nouveau systéme de variables y;,..., yc—1, fonctions dex, ,,..., Le 
de fagon que l’on ait 


eae (ay: — 2h dar) BD hsal ges, (dye — bet dar) 
Hi 


Bz, ..., Be-1 étant des fonctions de x,, yo, ..., ye-1, et Yon a aussi 
QQ — B,dx, _ Bdy2 aa eee - Be—idyc—1. 


Le coefficient B, est forcément indépendant de x,, y3,.-+, Yo—1, 
sans quoi », ne pourrait étre de classe c. On peut donc prendre ce 
coefficient pour une nouvelle variable xe, et, en revenant aux pre- 
mieres notations, on yoit que toute forme » de classe c peut, en 
choisissant convenablement les variables, étre mise sous la forme 


C— XLeAX, + 4, 


w, ne renfermant ni Xe, ni dre, nt da,, et cette forme étant de 
classe c— 2 quand on y regarde x, comme une constante 

Il est facile d’en déduire que les formes dérivées »°—"), w(°-%, ne 
sont pas nulles. Démontrons-le par exemple pour la premiére. 
Puisque », est de classe c — 2 quand on y regarde x, comme un 
paramétre, ona 


a1) == 0, wo,(°—9) —= Oday, w,©-3) = O + 030%, 
Q, étant une forme différente de zéro, ou dx, ne figure pas. D’apres 
-les formules qui donnent les formes dérivées d’une somme, on a 


CS )) ee ae) —- C,xceda,,'e—-) + C,dx-dx,u,'¢—9), 
C,, Cy lant des coefficients numériques dont le second C, west 
pas nul ; il reste done 
ot) == Cydxed x20, 


et cette forme ne peut étre nulle. puisque 2 ne renferme az, 
ni da,. On verrait de la méme facon que dans la forme o¢-9(q>1), 
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tous les termes qui renferment da, ne peuvent étre nuls. Le théo- 


reme énoncé est done établi (*). 


42. Systemes adjoints 4 une forme linéaire. — Soit » une 
forme linéaire de classe c An variables x, 2, ..., &,(€ <n). 
La forme dérivée w(¢—1) n’étant pas nulle, l’équation symbolique 


(3) ot—)d fas fo) 


est équivalente & un systeme complet », d’équations linéaires 


n ae sot on , qui est dit adjoint ala forme ». Il est évident que 
Ixy Oar 


e 


ce systéme %, est un covariant de la forme o relativement a tout 
changement de variables. En effet, supposons que, par un nouveau 
choix de variables (y,, ..., y,), se change en une nouvelle 
forme o = “Bydy,-+ y. 4 Bidy,,, et-f'( diy, a5) CN C4 ae 
le produit symbolique »(¢—1)df se change en a¢—1)d¢ et l’équation (3) 
est remplacée par l’équation de méme espece 


(4) w—Nde = 0. 


La forme » étant de classe c, on peut choisir les variables 
Ys, Yar +++ Y, de fagon que o ne renferme que les ¢ variables 
Yt, Ya, +++, Ye et leurs différentielles. Comme a@— est de classe ¢ 
au plus et n’est pas nulle, on a forcément, avec ce systeme de 
variables, 


we!) == Ady,dy,.... dyes 


A étant une fonction de y,, y2,...,Yc, différente de zéro, et l’équa- 
tion (4) est équivalente algébriquement au systeme complet 


opie oy 


dYc41 ee Dis 


=O, - 


qui admet les c intégrales distinctes 9 = y,, ..., 9= Yo 

Le systéme adjoint X, admet donc ¢ intégrales distinctes qui 
sont précisément les variables canoniques, figurant dans la forme 
réduite de » (ne 6). Si en particulier c =n, une fonction quel-" 
conque de x,, .., x, est une intégrale de ce systéme. 


(1) La démonstration donnée par M. Cartan est un peu différente (Annales 
de Ecole Normale Supérieure, 3° série, t. 16, Pp. 254-257). 


=~ 
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Soit de méme «(¢— la (c — 2)iéme forme dérivée de w. L’équation 


symbolique 
(5) old f = o 


est équivalente algébriquement & un nouveau systeme complet ¥, 
qui est le second systéme adjoint a la forme w. Il est évident que 
ce systeme %, est encore un coyariant de» relativement a tout 
changement de variables. Ce point admis, prenons le méme 
systéme de variables que tout a l’heure, de fagon que » se change 
en une forme a ou ne figurent que les c variables Ufsrn+s Yet leurs 
différentielles. La forme dérivée a'¢—2 ne renfermera elle-méme que 
ces variables, et on aura 


ale?) = a,dy, ... dye + a2dy,...dycdy, + ... + aedy, ... dyc—t, 


les coefficients «; ne dépendant que de y,,..., yc, et un au moins 
n’étant pas nul. Le produit «(°—2df se change en 


wo — S xdys .. do + ody, ... dycdy, +... tacdyy...dyo—1 


§ 22, Og 
x vinsate beat s Faas : 


et, pour que ce produit symbolique soit nul, il faut et il suffit que 
Yon ait 


sie AS Os, 2? = 9, 7 
(6) OYc4A Yn 
=, Gio. aC ae 
Oy. (OY oYc 


Ce systéme qui n’est autre que le systéme %,, écrit avec les nou- 
velles variables y,..., y, admet évidemment c —1 intégrales 
indépendantes Y,, Y2, ..., Yc-1, fonctionsde y,, ..... URE 

Le second systéme adjoint %, admet donc ¢ — 1 intégrales dis- 
tinctes, gui sont elles-mémes des fonctions des c intégrales du 
premier systéme %,. 

Il est facile d’avoir la signification de ces intégrales. Soit en 
effet y; =f, une de ces intégrales. L’équation 


wl—2)dy, = 0 
G. Legons, 41 
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exprime, comme on I’a déja remarqué au numéro précédent, que 
quand on fait y,=C, dy, =o dans la forme » exprimée au 
moyen de n variables dont fait partie y,, la classe est diminuée de 
deux unités. Les intégrales du systéme %, sont done identiques 
aux intégrales premieres du systéme de Pfaff S, (n°'7), et par 
suite X, est le systeme complet associé au systeme complétement 
intégrable S,. 

Les deux systémes ¥, et ¥, sont les systtmes complets adzoints a 
la forme », qui admettent respectivement ¢ et c — 1 intégrales 
distinctes. Toute intégrale de 2, appartient a, et est de rang 
deux ; toute intégrale de %,, n’appartenant pas a %,, est de rang 
un (n° 14). On voit que l’on peut tres facilement, au moyen des 
formes dérivées successives, avoir tous les éléments nécessaires 
pour la réduction d’une forme de Pfaff. 


ExempLe. — Soit 


® = wya3dr+ x, Hedax3 + (x, + 23x5)dxr, + r37,dx; ; 
on a successivement 


wo! = x3dx\dx2+ xedayda,+ dayda,+ x,dxr,dxr,+ x7,dx,dx,, 

= oo = 032x;dx,daada, + r2030;da,da3dx, + 2x ,dxr,diedx; 
+ ror, 0, ,dax,dx3dx; + x3x,da,dx,dx; + 17,2030,dx2dx3dx, 
+ 71230, dxdx.dx, — 1710,dxr3dx,dzx3, 


mY (o!)? = x30;da,dasdx,da, 


+ 23x,da dx dazsdx,;— x,dx\dx dx, dxs, - 


La forme » est done de quatriéme classe. Le premier systéme 
adjoint 2, déduit de w'"df = o se compose d’une seule équation 


qui admet les quatre intégrales distinctes 
H4, Hs, LyLy, WL, + Hos. 


a , : i , ; 
L’équation df= o fournit de méme un systéme complet 22 formé de 
deux équations 


CHAPITRE 1V. — APPLICATION DES FORMES SYMBOLIQUES. 163 


qui admet les trois intégrales om » LL; + Ly, 2,2. Si l’on prend pour 
3 
variables 
D1, L,2L3, © LyX, + Ly = Yy,  — Lys = Yo, 
on trouve immédiatement pour » une forme canonique 
w = xdy, + xsdys. 

Nous allons calculer les formes dérivées de l’ordre le plus élevé 

pour une forme canonique. Soit 
w == p,dx, + pode, +... + Ploy 


une forme canonique de classe paire 2m, les variables indépendan- 
tes Ctant 0,5 Lo, . ., Ly,s*Py, <-+1 P- Nous avons d’abord 


eee (0!) __(dpidas + dpeday +... + dpmdem)” 


Gr) ( Rit ee 
mil mi 


= dp,dx, dp,dxy ... dp,dX,; 
puis 
(aye 


oy (2M—2) == @(2"—3) 4) — 
(m—1)! 


3) 


ie (dpidx, + ... + APind Lm)” (Didar +... “+ Pgh yy). 


(m—1)} 


Dans le développement de ce produit symbolique, il y a un seul 
terme contenant dx, qui est 


pidx,dpodx, ... dp,di», 
et les autres termes s’en déduisent par permutation. On a done 
wm) — pdx, dpredx, ... dp,dx,, + Ap AX1P,AXy .. APyyALy, + +. 5 


on peut remarquer que #2” se déduit de o@"—!) en remplagant 
successivement dp, par pi, p2 par P2, .--, et faisant la somme des 
monomes ainsi obtenus. 

Une fonction quelconque des 2m wis bles Li, pr est une inté- 
grale de ’équation o@”"—"df = o, tandis que le produit ea(2m—2) df 


est égal a 


= (r = + ps a aoe aes i) dpydieydpdity AD AL. 
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L’équation symbolique o@”—df =o est donc équivalente a 
l’équation linéaire (Cf. n° 9) 


a! 
Broth nd 


qui admet les 2m —1 intégrales 


P 


3 


Pz Bm 
Pie us apis 


Los Cent 


Caleculons encore le produit symbolique 
2m) fdr, 
f et ¢ étant deux fonctions quelconques des variables xj, py. On a 
(2m—3) — a as Ce 


ou encore 


w@m—8) — dp, diy... dPmdXL,, + Ap,dx,dp,dx, ... dp,~AL» 
En. pda oe ap ase 


m—i°* 


Le produit symbolique dp,dx, ... dp,,dx,,dfdq est évidemment 
égal a 


OA arene Paae ye 
ce 20, aie: op ai dp,dx,dp,dx, RD AP AL, 


et de méme pour les autres produits partiels. On a donc 


’ Opi ALi Opi Ij 
— 


wl—3)dfdo = ) (es ee ee st ) dp dee, dp ov, POP DRAG Hox. 
t 


c’est-a-dire (Lecons n° 48). 
(7) od fde = (f, 9)dpdxdp,dx, ... dp,.A2,,. 


Prenons maintenant une forme canonique de classe impaire 
2m + 1, que nous écrirons 
o = dz — p,dx, — pdx, ... — Py ALm- 
Ona 
Ns dao aio, te da, d, 
Oe Sa 12P1 web Lin Pm 


(2m—t) — (© eS 


SN) IMEC EOP IID hob] MOG, 
(2) — eo, xX w a= dzdp dx, BOE AD AT 
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Toute fonction de z, x, ..., p,, est une intégrale de wd f — o, 
tandis que l’équation «(@”"—1)df—o est équivalente a 2f = o (n° 9). 


Calculons aussi le produit symbolique 


wd fde, 


f et > étant des fonctions quelconques des 2m +1 variables 
2, Li, Pr- 

Il est clair que dzdp,dx, ... dp,,dx,, figure dans tous les pro- 
duits partiels. En prenant le facteur dz dans », on voit comme tout 
a Vheure que la somme des coefficients obtenus est 


m 
= pi dei =i LF ma 
i= 


En prenant le facteur dz dans df ou dans de, on reconnait de 
méme que la somme des coefficients obtenus est égale a 


On a donc (Legons n° 49) 


m 
n 
(8) wd fd peti Fea pit) 


af - ++ pi or) | dedpider pap, dee. 


— api (oer 
=f, 9]dzdp,dx, ... dp, AX, 


43. Groupes de fonctions conjuguées. — Les propositions 
qui font Vobjet du paragraphe précédent se généralisent facile- 
ment. Soient /\, fo, ..., /7 un systéme de q¢ fonctions distinctes de 
Hy, Ly, .+-, L, (F< n). Imaginons que l’on prenne un nouveau sys- 
teme de variables telles que g de ces variables soient les q fonc- 
tions fi, fo, -.-» fz elles-mémes, les n—g autres variables 
Ygtts «++» Yn pouvant étre choisies d’une fagon quelconque de 
maniére a former avec /;, fy, -.., fq un systéme de n variables dis- 
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tinctes. La forme linéaire » se change en une nouvelle forme 
linéaire 
(9) o=Badf, +. + Bydfg + Byrsdygys + +. + Badyn, 


B,, --+» Bn étant des fonctions de fi, fo .--, fas Ygtts +9 Yn On pourra 
par exemple prendre pour nouvelles variables, avec fi, fo, +++) fas 
n — qg des variables xj, soit 7441, ..-, Zn ; des | relations 


Ofi Ofi wee 
dfi= Fda, +... + Eda, (fee ty By ead 


on tirera dx,, ..., dXq en fonction de df;, ..., fq, ALg+1, ---, ALn, et 
en les portant dans », on aura la nouvelle forme a, ou il faudra 
encore remplacer x,, ..., 7 dans les coefficients par leurs expres- 
sions au moyen de /,, ..., fg, Lett, +--+ Ln- 

Si dans la nouvelle forme a onsupprime les termes en d/,,..., dfy, 
et qu’on remplace ensuite dans By +1, ..., By les nouvelles variables 
Sis +++ fq par des constantes quelconques a,,...,@q¢, on obtient une 
nouvelle forme 


wg = Botidyg+t +--+ + Brdyn, 


de classe ¢ —r (ro), ¢ étant la classe de ». Nous dirons que Jes 
relations 
i) VR ESTES mt a Cas 
Of Ga Ope Ofixte= Omenens Of os 

abaissent la classe de » de r unités, ou, d'une fagon plus abrégée, 
que les ¢ fonctions f,, fo, ..., fy forment un groupe de rang r. 

Le nombre r ne peut évidemment étre supérieur a la classe c 
de . Pour que les ¢ fonctions distinctes fy, fo, .... fy forment un 
groupe de rang r, il faut et il suffit que le produit symbolique 


(11) al—"dfidfe ... af 
sott nul, tandis que les produits symboliques wldf, ... dfq, ou 
i<c—r, sont différents de séro. : 

La condition est nécessaire. En effet, si l'on a pris un nouveau 
systeme de variables /;, ..., Sas Yatts ++» Yn, la forme dérivée 


a(—r) de la forme a, déduite de w par ce changement de variables, 
ne doit renfermer aucun terme ot ne figure au moins une des 


| 
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différentielles Of aeae' 3's dfy, puisque cette forme dérivée doit étre 
nulle, quand on suppose df, =o, ..., dfy = 0. Réciproquement, 
si le produit symbolique (11) est nul, la forme w¢-”) est nulle 
quand on y supprime tous les termes en df;, ..., dfy. Les rela- 
tions (10) abaissent donc’ la classe de » d’au moins r unités. Elles 
ne peuvent l’abaisser de plus de r unités; en effet, si elles l’abais- 
saient davantage, le produit symbolique o(—"-tdf, ... dfy devrait 
étre nul. 
I] résulte de 1a que, si un produit symbolique 


mdf, ... bf 


est nul, il en est de méme de tous les produit symboliques 
wmtdf ... df, OTD fe ssh figs. oa 


L’équation o¢@—df = 0, ot r > 2, ne peut admettre d’autre 

intégrale que f=C, puisqu’on a remarqué plus haut (n° 41) que 
les relations f = 0, df= o0 ne peuvent abaisser la classe de » de 
plus de deux unités. 

Le rang d’un groupe de ¢ fonctions n’est pas forcément égal ala 
somme des rangs des q fonctions /,, /,, ..., /¢ de ce groupe. Par 
exemple, les deux fonctions 2, 2, sont de rang deux pour la 
forme w = dx, + x,dx, + x,dx;, et le groupe (x, X,) est lui- 
méme de rang deux. Dans ce cas, le rang du groupe est inférieur a 
la somme des rangss des deux fonctions qui constituent le groupe. 
Il peut aussi étre plus grand; ainsi, pour la méme_ forme, 

Gk ; x. 
ax, et 2, + —sont de rang un, tandis que le groupe (4,2 + =| 
X2 ; Le 


5 . XL 
est de rang trois, car si l’on pose a@,—= a, a, + on = b, la forme wo 
: 2 


devient 
xd { Ly, + (b — a)x, i 


Le rang dun groupe de gq fonctions distinctes ne peut étre 
supérieur a& 2q. Soient, en effet, », la forme que l’on déduit de o 
en établissant la relation /, =a, entre les variables, , la forme 
que l’on déduit de «, en établissant une nouvelle relation /, = dg, 
et ainsi de suite; la dernitre forme obtenue wg est identique ao. 
Dans la suite des formes ,, 3, .-., 7, la classe ne peut s’abaisser de 


% 
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plus de deux unités quand on passe d’une forme ala suivante (n° 41). 
La derniére forme wy = wo est donc au moins de classe c — 2q, et 
ce minimum ne peut étre atteint que si chaque relation nouvelle 
fi = 4 abaisse la classe de deux unités. De plus, cet abaissement 
de deux unités dans la classe doit toujours avoir lieu quel que soit 
ordre dans lequel on effectue les opérations, quand on introduit 
une relation de plus entre les variables. Nous dirons que g fonc- 
tions distinctes /,, fo, .... fg formant un groupe de rang 2q(2g¢<c) 
constituent un groupe de g fonctions conjuguées, ou plus simple- 
ment un groupe conjugué. Des explications qui précédent résul- 
tentimmédiatement les conséquences suivantes : 

1° Pour que q fonctions distinctes f,, fo, -.., fg forment un 
groupe conjugué, il faut et il suf fit que le produit symbolique 


ole 2N df, arc dfy 
soit nul. 

2° SU fi, for -. +5, fg forment un groupe conjugué, r fonctions 
quelconques fy »- +1 fq, appartenant a ce groupe forment aussi 
un groupe conjugué de r fonctions. 

On peut supposer en effet que l’on passe de » Aa en introdui- 
sant d’abord les r relations /,,, = iy, a ar, ce qui doit con- 
duire, on l’a vu, & une forme de classe ¢ — 2r. 

Kn particulier, chacune des fonctions du groupe doit étre de 
rang deux, mais la réciproque n’est pas vraie, comme on l’a 
remarqué plus haut. 

Pour une forme w de classe 2p ou 2p + 1, il ne peut exister de 
groupe conjugué de plus de 2p fonctions. La connaissance d’un 
groupe conjugué de 2p fonctions permet de ramener w a une 
forme canonique par un changement de variables. 

Soit » une forme de classe 2p, et soit (f,,-fy, ... J») un groupe 
conjugué de p fonctions. Quand on prend un systéme de variables 


parmi lesquelles figurent ces p fonctions fi, » se change en une 
nouvelle forme linéaire 


(12) o=Bdfit+ ... + Bdf + Boisdy,i,+ ... + B,dy,,. 


Si l'on remplace dans cette forme df, ..., df, par zéro, la classe 
de la nouvelle forme doit étre zéro, quelles que soient les constan- 
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tes par lesquelles on remplace /,, .. ->fp dans B, 41, ...,B,. Il faut 
évidemment pour cela que ces coefficients B,.,,..., B, soient 
nuls, et la forme w se réduit A ses Pp premiers termes 


o=Bidfi+... +Bdf,. 


Les p coefficients By, ..., B, doivent former avec /;, .. > fp Un 
systéme de 2p fonctions distinctes ; sans quoi la forme a serait de 
classe inférieure a 2p. En prenant pour variables ces 2p fonctions, 
la forme w est donc ramenée a une forme canonique 


a = 2ydy, + cee +t £ AY 


Connaissant un groupe conjugué de p fonctions, on voit que 
cette réduction exige seulement un changement de variables tel 
que les p fonctions fi, fo, ..., f, du groupe soient précisément p 
des nouvelles variables, les autres pouvant étre prises d’une fagon 
arbitraire. On peut aussi obtenir les coefficients B; par un calcul 
d’identification avant tout changement de variables. 

Considérons maintenant une forme » de classe 2p + 1, et soit 
Coe ..+> fp} uD groupe conjugué de p fonctions pour cette 
forme. Le méme changement de variables que dans le premier cas 
conduit a une nouvelle forme a dans laquelle l'ensemble des ter- 
mes qui suivent les p premiers 


By itdYpis + +++ + Bi dy, 


représente une forme de classe wn, c’est-a-dire une différentielle 
totale dU, quand on regarde /;, ..., f, comme des constantes dans 


Re Anse 8 On peut donc écrire 
aU aU 
Bo i@Ypir + -.- + Bey, = dU ita es —... — a 


et par suite 


ged afy a. sae + C,df, + dU. 


Les 2p + 1 fonctions fi, ...5 fp, Gi, «++ C,, U doivent encore étre 
distinctes et, en les prenant pour nouvelles variables, » est ramené 
A une forme canonique 


wo = ady, +... + £,AY + dyn: 


On voit que cette réduction exige, outre le changement de varia- 


bles, une quadrature. 


- oe ae ae y 
_ ot TA 
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44. Détermination d’un groupe conjugué. Premiére 
méthode. — De la définition méme d’un groupe conjugué, on 
déduit aisément une méthode de recherche de ces groupes. 
Soient » une forme de classe c, et./; une intégrale de l’équation 


symbolhique 
(13) wed f 16, 


équivalente au systéme complet adjoint X,, qui admet c — 1 inté- 
grales distinctes. L’équation symbolique 


(14) wle—Ydf,df = fa) 

est elle-méme équivalente 4 un systeme complet admettant c— 2 
intégrales distinetes, y compris f= /;. Supposons en effet que 
lon ait pris la fonction /, elle-eméme pour l’une des variables, et 


soit », la forme déduite de w en posant f, = a,, df,=o. Cette. 


forme w,.est de classe e—2, et I’équation symbolique (14) est 
équivalente a l’équation 


(5) w(—9d f = ce) 


que l’on déduit de |’équation (14) en supprimant dans w(¢—4 tous 
les termes ou figure d/,. La forme , étant de classe c — 2, l’équa- 
tion ,(¢-4df = o admet c — 3 intégrales distinctes, qui peuvent 
dépendre de f, en méme temps que des autres variables, et qui 
sont données par Vintégration du second systéme adjoint a la 
forme ;. Soit /, une intégrale de ce nouveau systtme. L’équation 
sym bolique 


(16) wid fi dfodf = o 

admet a son tour¢— 5 intégrales distinctes, non compris les 
intégrales évidentes f = /,, f= /,. En effet, pour la méme raison 
que tout a lheure, cette équation symbolique est équivalente a 
Véquation 

(17) aed f = 0, 


, étant la forme que l’on déduit de » au moyen des quatre rela- 
tions 


ey iat) ta, Of Ona fo VO 


. 
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cette forme w, étant de classe c — 4, l’équation (17) admet ¢ — 5 
intégrales distinctes, qui s’obtiendraient par l’intégration d’un sys- 
teme complet, dont on connait déja deux intégrales /,, f;. En con- 
tinuant de la sorte, on en déduit la méthode générale suivante 
pour obtenir un groupe de g fonctions conjuguées relatif a une 


forme w de classe c (7 <5). 
2 


On cherche une intégrale Ji de Péquation symbolique 
ad f = o, 
pais une intégrale f,, distincte de f,, de ’équation 
alld fidf= o, 
puis une intégrale f,, distincte de f, et f,, de l’équation 
wl dfidfrdf = o, 


et ainsi de suite, ... enfin une intégrale fy, indépendante de 
Suter --+» fq-i, de Péquation w&-2Ndf, ... dfg_sdf =o. 


Cette recherche exige les opérations c — 1,c —3,...,¢ —2q +1. 


Kn particulier, si c = 2p, la recherche d’un groupe dep fonctions 


conjuguées exige les opérations 2p — 1, 2p —3,...,3, 1. Si 
c= 2p + t, cette recherche exige les opérations 2p, 2p —2, ...,4, 2. 
Les intégrations a effectuer pour ramener » 4 une forme canonique 
sont donc les mémes que celles qu’exige la méthode du n° 12, qui 
ne différe pas essentiellement de celle-ci. Mais la nouvelle méthode 
offre cet avantage, de n’exiger un changement de variables que 
lorsqu’on a acheyé de déterminer la moitié des fonctions qui doi- 


- yent figurer dans la forme réduite, tandis que le procédé du n° 12 


suppose un changement de variables aprés chaque intégration ('*). 


Remarogue. — Lorsque » est de classe impaire 2p + 1, aprés avoir 
déterminé les p fonctions /;, fo, ..., fp dun groupe conjugué, on peut, 
avant tout changement de variables, déterminer une intégrale fp41, 
indépendante de fi, fo, ..., fp, de léquation symbolique 


odf, ... afpdf =o. 


(‘)' Pour une forme de classe paire, la méthode de réduction de Frobenius 
ne différe que par la forme de celle qui vient d’étre exposée. Pour une 
forme w de classe impaire, Frobenius commence par déterminer une fonc- 
tion f telle » — df soit de classe paire, 
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La forme donnée » peut alors s’exprimer au moyen des différentielles 
dfi, ..., dfp, dfp+1 seulement, dont on peut, comme tout a l'heure, cal- 
culer les coefficients B; par identification : 


o = Bidfi + ... + Bpdfp + Botidfp- 


De plus Bp+1d/p+1 doit étre de classe un, quand on y regarde /,, ...,/p 
comme des constantes, ce qui exige que Bp;1ne dépende que de 


Sh fh .. ,fp+1. Il suffit alors de prendre pour variable [ Bossdfors 


A la place de fp41, pour obtenir une forme canonique. 


Exemp_Le, — Soit 


© = awoday, + x,dax2 — x3,0,da,—xr,0,dxr, + redx,g ; 


ona 
wo! = — x;da3dx, —x,dx dx, + da.dx,, 
(alll ee - (w')? = — x ,dardx;,dx dx, — x dx.dx ,dx,dx-_, 
Cy" = OS 
d’autre part, on s’assure aisément que o!/”’ = w'’s n'est pas nul, La 


forme » est done de cinquiéme classe. On voit immédiatement, sans 
quwil soit nécessaire de développer, que f = a, est une intégrale de 


Oud) 10 


on peut donc prendre /; = x,. On reconnait de méme que f = x; est 
une intégrale de l’équation symbolique 


wd fidf = — (x,dax ,da,dx, + r,darsdx,dx,)df = o. 


Il en résulte que si l’on remplace «3 et x, par des constantes dans a, 
on obtient une différentielle totale. On peut écrire en effet 


@ = Lox, + d(x1L_, — L3X3x,) + r32,dxz, 


et » est mis sous forme canonique. 


45. Détermination d’un groupe conjugué. Deuxiéme 


méthode. — Nous démontrerons d’abord les deux lemmes sui- 
vants : 
Lemme 1. — Soit » une forme de classe c. Silona 
lC—3)q, =—— Oo, 


w, élant une autre forme linéaire, la classec est un nombre 
impair, et , est identique a » a un facteur pres. 
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Lemme IT, — Si Von a 
@(C—2) — wle—S)ea, , 


la classe c est un nombre pair et », est identique a w. 


Il suffit évidemment de démontrer ces lemmes pour une forme 
canonique. Soit 


o) 


yidx, xe nese a Y AL 
une forme de classe c = 2m; ona 


(o’)m—1 


@(€—3) — 4 (2nm—3) — 
(m—1)! 


= LOY AL, o's, AY, AL 


m—1? 


chaque produit partiel se déduisant de dy,dx, ... dy,,dx,, en sup= 
primant un groupe de deux facteurs dyjda; (n° 42. p. 164). Pour 
qu'un produit symbolique 


(Sdy,dx, ... dy, ,dx2,_,) (Xaidx; + UBidyi) 


soit nul, il faut que tous les coefficients a; et 6; soient nuls, car le 
3 =, f : 
terme a,dx,dy,dx,... dy,,dx,, par exemple ne se réduit avec 
aucun autre. 
Prenons en second lieu une forme de classe impaire 2m + 1 


a 0s + Gag, eee ot Ym Ly 3 
(co! )m—4 
(m—1)! 2 


P= (SOY OD ar OY ON a) (ORO dL7,+ «:.)- 


w(e—3) Ss @(2m—2) — 


On a déja la relation w@—3)4 =0; si Von a aussi o(°— 9a, =o, 
w, étant une autre forme linéaire, le produit symbolique 


w(&—3)(W, — Kw) 


sera nul, quel que soit le facteur K. Choisissons ce facteur de fagon 


- que o, — Kw» ne renferme pas dz, 


@, — Ko = Lada; + Lbidyi ; 
on aura 
(Sdy,dar, ... diy dln 4) (de + Yysderi) (Said: + EPidyi) = 0. 


En considérant tous les termes qui contiennent dz, on voit, 


174 LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


. 


comme tout A l’heure, que tous les coefficients a; et 2; doivent étre 


nuls, et », est identique aKw, 
Le second lemme se démontre de la méme fagon. Pour une 


forme w de classe paire 


== yida, -{- men “LE pata ts ee 


ona 
ale") == (Lely dads.) AY ay yg oo 
Clee) ONLY Tog Pee Yee yoo 
(C2) —— C=) ers 
Sil’onad’autre part w(¢—?) == ol? Be,, o, tant une forme linéaire, 


on en conclut que le produit «(s9)(#— o,) est nul, ce qui exige, on 
vient de le voir, que o, = ». 
Pour une forme de classe impaire 


o=dz+ yida,+... + y,dx,,, 
cnt ieee yal anya. lt Caden: 


ele~3) == (Lady irda... GY 9p AL 27) (02 + idee a2 42 YA Ne 
On ne peut avoir 


(C2) == e(C—3)ey, , 


car le premier membre ne contient pas dz, tandis que le second 
membre renferme des termes en dz, & moins que », ne soit nul. 
Cela étant, soient » une forme linéaire de classe ¢ et (/,, ..., fy) 


un groupe conjugué de g fonctions G <+). Deéquation symbo- 
lique 

(18) git 27d f dfs «1 Afgdf == 0 

est équivalente au systéme 

(10) OW Fd f= OF nn al Aid fie ea nea ees 


Il est évident en effet que toute fonction f qui annule le produit 
symbolique (18) annule aussi tous les produits symboliques (19) 
(no 44). Pour démontrer la réciproque, comme la propriété est 
indépendante du choix des yariables au moyen desquelles on a 
exprimé », NOUS Supposerons qu’on a exprimé »au moyen de 
¢ variables canoniques ; /,, fs, -..,f¢ etf sont alors des fonctions 
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des mémes variables. La relation (18) exprime que / est de rang 
deux par rapport & la forme w déduite de w au moyen des q rela- 
tions 


Wt Gi > fa = Ay 


établies entre les variables canoniques. Cette forme a est de 
classe ¢ — 2q par hypothése, et par suite les fonctions de rang deux 
par rapport am sont déterminées par un syste¢me complet qui 
admet ¢ — 2g — 1 intégrales distinctes, en plus des intégrales 
évidentes /,, fy, ..., fq. L’équation (18) conduit done pour déter- 
miner fa un systeme complet 2 qui admet ¢ — g — 1 intégrales 
distinctes. Comme la fonction / dépend de c variables, tout systeme 
de g + 1 équations linéaires et homogénes par rapport aux déri- 
vées def est équivalent au syste¢me 2, pourvu que ces équations 
admettent toutes les intégrales de & et soient linéairement distinc- 
tes. Or les g + 1 équations du systéme (19) sont linéaires par rap- 


port aux dériyées de /, car a(¢-2 et o(—df; sont des formes de 


degré c — 1, et ces équations admettent toutes les intégrales du 
systeme =. I] suffit done de montrer que ces g + 1 équations (19) 
sont linéairement distinctes pour prouver que le systeme = est 
identique au systéme (19). 

Si les g derniéres équations (19) n’étaient pas linéairement dis- 
tinctes, on aurait une relation de la forme 


wl-9) { df, + edfa + .-. + Wadfy } df= o, 


OU Ay, Ao, ---, Ay sont des fonctions des variables indépendantes, 
non toutes nulles, qui devrait étre vérifiée quelle que soit la fone- 
tion f. Il ne peut en étre ainsi que si le produit 


wud f, +... + gd fy) = 0. 


Ceci exige que d,df, + ... + Agdfy soit identiquement nul, ou 
bien que df, + ... + Agd/z soit identique a » a un facteur prés, la 
classe c étant un nombre impair. La premiére hypothése est a 
rejeter puisque tous les coefficients 4; ne sont pas nuls, et que les 
fonctions /,, fo, .--,f sont indépendantes. La seconde hypothése est 
aussi A rejeter, car la classe de» serait au plus égal a 29, et 
comme c est impair, on aurait ¢< 2q, ce qui est absurde, 
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Si la premiére des équations (19) était une combinaison linéaire 
des autres, on aurait de méme une identité de la forme 


(C2). —= “y(C—3) Qudf/; +... 4 dgd fq): 
ll faudrait que Aydf,; + ... + Agdfq fut identique a a, et Von 


aurait c= 2q. L’équation symbolique (18) n’a alors aucun sens. 
De la proposition précédente on déduit une nouvelle méthode 
pour déterminer un groupe de g fonctions conjuguées. 
Soit f, une intégrale de léquation «l¢—*)df = 0, on cherchera 
une intégrale fr, distincte de f,, du systéme 


ae f =o, wed fi. df = o, 
puis une intégrale f;, indépendante de f, et fr, du systeme 
ale) f — 0, wle—3) df df = 0, wed fidf = 0, 


et enfin une intégrale fy, indépendante de f,, fr, ..., fg 1 du sys- 
teme 


we-2df=0, ald f, df= 0, ... wl-9dfy_idf = 0. 


Il résulte en effet de la proposition précédente, que les groupes 
successifs (75s), /is fortes me oti g) BOC Ome aang) 
fonctions sont des groupes conjugués. 

Il est clair que le nombre des intégrations a effectuer est le 
méme dans Jes deux méthodes, puisque nous n’avons fait que rem- 
placer un systeme complet par un systéme complet équivalent. 
Mais la nouvelle méthode est beaucoup plus simple pour la forma- 
tion des systemes complets successifs dont on aa rechercher une 
intégrale particuliére, car chacun d’eux contient toutes les équa= 
tions du systéme précédent ; de plus dans chacune de ces équations, 
il ne figure qu’une des intégrales déja obtenues. Supposons en 
particulier que la classe de w soit égale au nombre n des variables 
indépendantes qui figurent dans cette forme. Chacun des produits 
symboliques 


w—df, ltd fidf,... 


est de degré n et par suite contient un seul terme en dx,dax,... dz. 
En égalant 4 zéro un quelconque de ces produits, on obtiendra donc. 
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a ; ca ot 2 2 : 
une seule équation linéaire en of. radi JL . Chacun des systémes 
4 Ln 5 : 


complets successifs se déduira donc du précédent en lui adjoignant 
une seule équation formée au moyen de la derniére intégrale 
obtenue. 

Dans le cas général ot le nombre n des variables est supérieur & 
la classe ¢ de w, la premiére équation «'°-2)df fournit un systéme 
complet de n — ¢ + 1 équations. Pour avoir chacun des systémes 
complets successifs, on adjoindra au précédent une équation nou- 
velle distincte des précédentes, que l’on déduira de-la derniére 
intégrale obtenue, en égalant a zéro le coefficient de l'un des 
monomes dans o(¢—)dfidf, f; étant la derniére intégrale calculée, 

Dans le cas ot le nombre des variables est pair 27 et égal a la 
classe, la méthode précédente pour déterminer un groupe conjugué 
de r fonctions est due a Clebsch, qui n’a jamais étendu complete- 
ment sa méthode aux autres cas. 


ExempLe. — Considérons la forme de Pfaff (Forsyth) 
© = Leda, + e3dx2 + aydx3 + x;dx,+ x,dx; + x,dx,; 
les formes dérivées d’ordre impair ont les expressions suivantes 
wo! = dx dx, + dx dx, + dadx; + da da, + dx dx, + daydx,, 
Ole = (wo)? = da,dx,da,dx, + dxidx,dx,dx, + dxydx,dxr.dx, 
+ da,da3dx,dx,; + dx,dx,dx dx, 4+ dxedx,dx dx, 
+ da3sdx,dx dx, + dr,dx,dx,dx, + dada dx dx,, 
ov = Euihao. 
D’ailleurs ow! = ow!" renferme évidemment un terme en 
dx dx dx dx, dx, 


qui ne se réduit avec aucun autre; la forme w est donc de cinquiéme 
classe. Pour ramener » a une forme canonique, il faut d’abord détermi- 
ner une intégrale de l’équation 


mapa (4 2 4 AF) (daydadx dade 
aNd f = Pom ee (dx\dxr2dx dx dx, 


L3 
+ dadadxzdx da, + dxidx;dx,dxdx,) 
re ( She el +2f ) (dasda,dx desde, 
XH 


oXLe OX, 


+ da,dadxda,da', + da,dx.dx,dx,dx,) = 0, 
G. Legons. 42 
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équivalente au systéme complet 


pili ao Mee ALe SS 


A) 
OX 0X3 dy 


Wier SAB ya ails Vey) 


0X2 0X, dIL¢ 
Soit f; = x, — a une intégrale de ce systéme. Nous avons ensuite a 
chercher une intégrale du systéme complet obtenu en ajoutant aux 
deux équations précédentes l’équation symbolique od (x23 —1,)df = o. 
On trouve facilement, en faisant le calcul, qu'il suffit d’adjoindre au sys- 
, fy , : n) : 
téme précédent l’équation Oi o. La fonction fp = x; — a, est une 
Xe 
intégrale du nouveau systéme. 
En posant x23 — a, = ¥3, 2; — ©, = Ys, la forme » peut s’écrire 


wo = aed, + (a, + y3)da, + x, da, + a,dy3+ x,dx, 
+ ysdx, + xeday + xedys + 21dx6, 


et on vérifie immédiatement que si l’on y remplace ys et ys par des 
constantes, on a une différentielle totale 
Aare + Y3lq + Bx, + LyX_+ YsX,). 
Ona done, en regardant y; et y; comme des variables, 
w = A(a4X. + Heyy + LiL, + Ly~Lg + Ys2Xx) 
+ (4 — Ladys + (%— — x4)dys, 


et enfin, en remplacant ys et y, par leurs expressions, 
@ = A(Ly@3 + LyLe + X4Ls) + (Ly, — L2)d(x3 — x4) 
+ (L_ — x4)d (x5 — 2). 


46. Forme canonique d’une équation de Pfaff. — On a 
déja démontré (n° 45) que l’on peut trouver explicitement les inté- 
grales d’une équation de Pfaff » =o de classe y= 2m —1,sil’on 


aramené la forme » ane contenir que m différentielles, de telle 
sorte que l’équation # = 0 s’écrive 


(20) wo = Bidf, + soe mie spe?) peu RO 


Sirfor o++s fin Stant m fonctions distinctes. Nous dirons alors que 
s D : 
Péquation » = o de classe 2m — 1 est mise sous forme canonique. 
La forme » elle-méme peut étre de classe 2m ou declasse 2m —1 
n° 13), Sj ; : 
(n° 13). Siw st de classe paire 2m, les 2m fonctions f,, fs, «+5 fas 
B,, ..., B,, doivent étre distinctes, sans quoi » serait de classe 
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inférieure a 2m. L’expression (20) est donc aussi une forme cano- 
nique pour , et il revient au méme de mettre laforme » ou léqua- 
tion » =o sous forme canonique. Le probléme revient a la recher- 
che d'un groupe conjugué de m fonctions (/,, fy, «+5 fn): 

Il n’en est plus de méme si » est de classe impaire 2m—1 ; 
B,d/f, +... + B,,df,, n'est une forme canonique pour » que sil’un 
des coefficients B; est égal & l’unité. Les m fonctions Chip fasten) 
forment alors un groupe de rang 2m —1 pour la forme 4, et la 
réduction de l’équation » =o a une forme canonique est équiva- 
lente au probléme suivant : 

Déterminer un groupe.de m fonctions distinctes (fi, ..., fi.) Tue 
soit de rang 2m —1 par rapport 4 la forme w. 

I est clair en effet qu’ayant obtenu un groupe de cette espéce, si 
Yon prend un nouveau systéme de variables de telle facon que les 
m fonctions f; de ce groupe fassent partie des nouyelles variables, 
w ne doit contenir que les différentielles d/,, ..., df,,, puisque 
doit étre de classe nulle, quand on y remplace ces différentielles 
par zéro. 

D’une fagon générale, nous dirons qu'un groupe de q fonctions 
distinctes (fi, fo, ..-, fq) est semi-conjugué par rapport a une 
forme «, lorsque les relations 


LON eee aan Ts 
(21) Of On ety y= 0 


abaissent la classe de » de 2g —1 unités. Les g fonctions 
Sir fos +s fg Verifient Véquation symbolique 


(22) aca tTDd f, , rAfg —= 0; 


inversement, si g fonctions distinctes /,, ~.., /¢ satisfont a cette 
relation, les équations(21) abaissent la classe de » de 2g —1 unités 
aumoins: les fonctions /;, ..., fq forment donc un groupe conjugué 
ou semi-conjugué. En reprenant les raisonnements du n° 48, on voit 
facilement que, si ¢ fonctions /;, ..., fq forment un groupe conju- 
gué ou semi-conjugué, r quelconques de ces fonctions /;, , Bs foe 


vérifient la relation aj 


(23) ale-It+df, ... Afy,, =, 
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c’est-’-dire forment aussi un groupe conjugué ou semi-conjugué. 
En particulier, chacune des fonctions du groupe est au moins de 
rang un, et l’on a 
wld f', == 05 Adon wd fg =a), 
Pour déterminer un groupe semi-conjugué de g fonctions, on 
peut suivre deux méthodes tout a fait analogues aux deux métho- 


des exposées plus haut pour les groupes conjugués. 
Premiere MetHODE. — On cherche d’abord une intégrale f, de 


léquation 
old i= 0,3 
puis une intégrale f,, distincte de f,, de léquation 
al—3)dfidf = o, 
puis une intégrale f;, indépendante de f,, f2, de Véquation 
wl) dfidf, df = o, 


. . . . . . . . . . . . 


et enfin une intégrale fy, indépendante de f,, ..., fg—1 de l'équa- 
tion 


ale—27+Ndf, ... dfydf = o. 


Si la classe ¢ est égale au nombre n des variables indépendantes 
Xy, +++, L,, on peut prendre pour /; une fonction arbitraire de ces 


variables. 


En particulier, pour ramener une équation » = 0, ot w est de 


classe 2m — 1, a une forme canonique, on a a chercher successive- 
ment une intégrale particuliére de chacune des équations 


wen?) f == oO, aed i df= Oxmray es 
wd f, mere df, f = oO, od f, none df df = oO, 


puis a faire un changement de variables, de fagon que /,, fy, ..., fm 
fassent partie des nouvelles variables. 

On a ainsi & déterminer une intégrale particuliére de plusieurs 
systtmes complets successifs dont chacun admet toutes les inté- 
grales du précédent. Ces systemes complets peuvent étre remplacés 


par d'autres systemes équivalents, plus faciles 4 former. Il suffit 
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pour cela de reprendre les raisonnements dun? 44. Soit(f,,,/,, -..5f¢) 
un groupe conjugué ou semi-conjugué relativement A une forme w 
de classe ¢ ; l’équation symbolique 


(24) w-2a-Ddf, ... dfydf =o 
est équivalente au systéme 
(25) alta f = 0, ai Md hid f= Os. osng ale—)d fadf = QO. 


On a déja observé que toute fonction f qui annule le produit 
symbolique (24) annule aussi tous les produits (25). Pour démon- 
trer la réciproque, comme la propriété est indépendante du choix 
des variables au moyen desquelles on a exprimé », nous suppose- 
rons # exprimée au moyen de c variables canoniques ; fi, fs, ...,,fq 
et f sont alors des fonctions des mémes variables. Cela étant, 
soit a la forme déduite de » au moyen des q relations /,=q, ... 
Sq =dq; cette forme peut étre de classe c — 2g + 1 ou de classe 
c — 2g. Siaest de rang ¢— 2g +1, la relation (24) exprime 
que f est de rang 2 par rapport a w; c’est donc une intégrale d’un 
systeme complet qui admet c — 2¢ intégrales distinctes, en plus 
des intégrales évidentes /,, ..., fy. Si west de rang ec — 2q, l’équa- 
tion (24) exprime que / est de rang 1 au moins par rapport 
aw; c’est donc une intégrale d’un systeme complet quiadmetc — 2q 
intégrales distinctes, non compris les intégrales /,, /, ..-, fq-Dans 
les deux cas, nous voyons que |’équation (24) est équivalente a un 
systéme complet = admettant c — 2q intégrales distinctes. Comme / 
dépend uniquement des ¢ variables canoniques, tout systeme de 
g équations linéaires et homogénes par rapport aux dérivées par- 
tielles du premier ordre de / est identique aX, pourvu que ces 
g équations soient linéairement distinctes et admettent toutes les 
intégrales de &. 

La premiére des équations (25) exprime que f ne dépend que des 
variables canoniques; les g équations suivantes o¢—dfidf = o 
forment comme on l’a vu (n° 44) un systéme de g équations linéai- 
rement distinctes admettant toutes les intégrales de |’équation (24). 
Elles forment donc un systeme complétement intégrable équiva- 
lent a. 

On déduit de cette proposition une nouvelle méthode pour déter- 
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miner un groupe semi-conjugué de q fonctions relatif 4 une 


forme w de classe ¢ (9 ge at ). 


2 


Deuxtime mitnops. — Soit f, une intégrale particuliére de 
léquation we—Ydf = 0 ; on cherchera une intégrale fs, distincte 
de f,, du systéme 


ald f = 0, alt )df. df = Oo, 
puis une intégrale f,, indépendante de f, et f,, du systéme 


wletd f= 0, alt 3)d fi, df = 0, wle-3)df,df = oO, 


enfin une intégrale fy, indépendante de f,, ..., fq—1, du systeme 
wll f == 0, wld fi df = Oy nnses wl-3)d fg_id, =='0:; 


En particulier, si la classe ¢ est égale au nombre des varia- 
bles a; qui figurent dans », on peut prendre pour f/ une fonction 
arbitraire de ces variables, et supprimer la premiére équation 
w(¢-1)df = o dans tous les systemes suivants. 

Sinous rapprochons la premiére des méthodes précédentes pour 
déterminer un groupe semi-conjugué de m fonctions relativement 
aune forme w de classe 2m — 1 de la méthode dun? 48 pour déter- 
miner un groupe conjugué de m fonctions relativement 4 une 
forme » de classe 2m, on en déduit aussitét la méthode générale 
suivante pour ramener |’équation de Pfaff #» =o A une forme cano- 
nique, quis’applique quelle que soit la classe de w. 

Soit m le plus petit nombre entier tel que la forme dérivée 2”) 
soit nulle. On cherchera une intégrale f, de l'équation 


w2-)d f= o, 
puis une intégrale f>, distincte de f,, de Uéquation 
ald f df= o, : 
puis une intégrale f,, indépendante de J, et fo, de équation 
aus) fd f.af ==. 


e . . . . . . . . . . . . « . . . . . . ° 
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enfin une intégrale f,,, indépendante de f,, fs, «-+5 fry, del équa- 


tion 
wdfidf, ... df, df =o. 

Ayant obtenu ces m fonctions fy, fy, ...5 fn, il suffira de fatre 
dans » un changement de variables, tel que fy, ..., fr, soient m 
des nouvelles variables. 

La premiére équation dont on a a chercher une intégrale 


wl2m—2)d f — 0 


admet toujours, comme on I’a déja observé plusieurs fois, 2m — x 
intégrales distinctes. Elle est donc équivalente 4 un systtme com- 
plet, formé den — 2m + 1 équations linéairement indépendantes, 
que l’on appelle le systéme adjoint a (équation »= 0. 

Pour former les systemes complets équivalents aux équations 
w@m—df df=o, o?—df,df,df = o, on peut d’ailleurs employer 
Yune ou l’autre des méthodes qui ont été indiquées plus haut, sui- 
vant la classe de la forme ». Nous dirons, pour abréger, que 
m fonctions (/1, ..., f,,), déterminées comme il vient d’étre dit, 
forment un groupe conjugué relativement a léquation » =o. Il 
existe évidemment une infinité de groupes conjugués de m fonc- 
tions pour une équation de Pfaff de classe 2—1. Nous allons 
montrer que les m fonctions d’un groupe conjugué peuvent étre 
déterminées par des conditions initiales analogues a celles qui 
déterminent les intégrales principales d’un systtme complet dans 
le domaine d’un point (x,°, x,°, ..., x,°). 

Soit » une forme a n variables, de classe 2m ou 2m —1, dont 
tous les coefficients sont holomorphes dans le voisinage d’un point 
(x,°, Lp", :.., x,°). Il en est évidemment de mémé de tous les 
coefficients des formes dérivées successives w’, w”, ..., wo 2") et, si 
le point (x,°, x,°, ..., x,°) n’a pas été choisi d’uné fagon particu- 
liére, tous les coefficients de w'2"—) ne sont pas nuls pour ce sys- 
téme de valeurs. Nous supposerons par exemple que le coefficient 
de dx,dx,...dxam—1 n’est pas nul dans cette forme pour les 
valeurs 7,°, ..., 2," des variables indépendantes. Comme wl?—2) 
= 2-4)’, tons les termes de «(2-4 qui ne renferment que les 
différentielles dx,, dx,, ..., dxz,,_, ne peuvent avoir des coeffi- 
cients nuls pour ce systéme de valeurs. En choisissant convenable- 
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ment l’ordre des indices, on peut évidemment supposer que 
w@m—4) contient un terme en dx, ... AXp 2 dont le coefficient 
n’est pas nul pour 2, = 2°) ..., 2, = £,°. lest facile de pour- 
suivre le raisonnement et, en définitive, nous pouvons supposer 


‘ )*: 
que pour le systéme de valeurs x,°, .:., £,° : 


ae 9m—2) » 
le coefficient deda,dixr, ... dx,,,, nest pas nul dans »@”—%) ; 

le coefficient de dx, ... dy. n'est pas nul dans «?"—4) ; 

le coefficient de da,dxp44 ... dx2m—r West pas nul dans w(2m—2r) + 


. . . . . . . . . . . . . . . 


le coefficient de dx, n’est pas nul dans ». 
Pour former le systtme complet adjoint a l’équation » = 0, il 
suffit d’annuler dans le produit o(”-2df les coefficients des 


monomes 
é 
OE, 2a at OTe, 
OL, ADS. Olen ae 


. . . 


CL ONHOe cape MONO. Oo (LHe 


On obtient ainsi en effet n — 2m + 1 équations que l’on peut 
résoudre par rapport aux dérivées. 


Yiee sag Fo fase eo - 


ILI ” OXLIm+14 OC 


af of 


les seconds membres renfermant les dérivées ) see) — 7, et 
day d.02m -4 


les coefficients de ces dérivées étant holomorphes, d’aprés les hypo- 
théses faites, dans le domaine du point (x,°, ..., x,,°). Ce systéme 
est forcément identique au systéme adjoint a l’équation » =o, 
puisqu’il renferme le méme nombre d'équations linéairement 
distinctes. Par suite ce systeme admet une intégrale wu, holo- 
morphe dans le domaine du point (2,°, ..., ~,,°) et qui se réduit 
AL, POUL Loy, = Lyy,°, +++, L, = x,° ; dans le domaine du point 
considéré, elle est représentée par un développement de la forme 


U,= 2,9 +(2,—2,°) + 2 m( Lem — Lom?) + + + %(Ly Sent) aie 


tous les termes non écrits contenant au moins un des facteurs 
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Lom — Lay, +++) Ly, — L,°. Nous poserons f; = uw, et nous aurons 
ensuite a chercher une intégrale, distincte de u,, de l’équation 


Orda df =o. 


Cette équation est équivalente & un systéme complet admettant 
2m — 2 intégrales indépendantes, y compris l'intégrale évidente u,. 
Ce systeme est donc formé de n — 2m + 2 équations linéaire- 
ment distinctes. Pour les obtenir, il suffit d’égaler a zéro les coeffi- 
cients des monomes 


Ax, Ax: Oa AL yn gh Lain 4 dx,dx, see AL yyy 24 Lamy : 


Oe Rat AL OT, 


du produit symbolique o@"—%du,df. En observant que le coeffi- 
cient de da, dans du, seréduita l’unité pour les valeurs x,°, ...,.x,,°, 
et que le coefficient de dx, ... dx,,,_. n’est pas nul par hypothése 
pour ce systeme de valeurs, on voit que ces coefficients renferment 


s ey 2 2 af py 
respectivement les dérivées —2/ _ , Foy 2f multipliées par un 
o22m—1 on 


coefficient qui n’est pas nul pour les valeurs initiales considérées, 


2 2 , me, 
et en outre des termes en 2f ee tS, On obtient ainsi un 
OX, 0.22m—2 


systeme de n — 2m + 2 équations que l’on peut supposer réso- 


’ 


2 2. ane oat 
lues par rapport a Soke Bc of , les coefficients des dérivées 
022m —1 Ln 


of pit iy — oF stant holomorphes pour a, = ,°, ...5 Lj, = Z;,,°. 
OX ILIN—2 

Ce systéme admet une intégrale w,, holomorphe dans le domaine 
du point (x,°, ..., z,°) se réduisant & ©, pour Lyy_4 = Lon 4) « 
Lo 2: } 

Cette intégrale est évidemment différente de w,, et on verra de 


méme que l’équation symbolique 
al2—')du,du,df = o 
peut étre remplacée par un systeme complet de n — 2m + 3 équa- 


tions qui admettent une intégrale u;, indépendante de u, et ua, 
holomorphe dans le domaine du point (x,°, ..., ~,,°) et se rédui- 


sant a ©, pour 


at ae G — 0. 
Lom —2— & am—2) +09 Ly Ly: 


186 LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


Il est clair que le raisonnement peut se continuer jusqu’a la der- 

niére équation 
QUT, he Open [iO 

qui est équivalente 4 un systéme complet de n— m équations 
admettant une intégrale w,, holomorphe dans le domaine du point 
(@,°, «.., &,°), 86 réduisant 4 2, pour 2... =— 2, 4, ss, 2, Lae 

En résumé, on obtient ainsi un groupe conjugué de m fonctions 
(Uy) Uy, +++) Up), Gui sont holomorphes dans le domaine du point 
(x,°, ..., @,°), e€ qui se réduisent 4 2, ..., Ly Tespectivement, 
lorsqu’on y fart 


—— 7 —— ye. 0) 
Lys = &£ m+49 °*°9 Ly, —— 7 ZL, 5 


Nous dirons pour abréger que ce groupe est un groupe princi- 
pal relativement au systéme de valeurs initiales 7,°, ..., x,,°. 


47. Solutions singuliéres. — On a déja remarqué que l’équa- 
tion générale de Pfaff peut admettre certaines intégrales auxquelles 
ne correspondent pas d’intégrales de l’équation ramenée asa forme 
canonique (n° 16). Il est possible maintenant {de voir comment on 
peut définir d’une fagon précise ces intégrales et reconnaitre s’il en 
existe. Soient » =o une équation de Pfaff de classe 2m—1a 
n variables, et M;, une multiplicité intégrale & h dimensions de 
cette équation. Nous supposerons que l’on peut trouver sur cette 
multiplicité un point (x,°, ..., v,°) tel que tous les coefficients 
de » soient holomorphes dans le voisinage de ce point, et que tous 
les coefficients de o?”—®) ne soient pas nuls pour ce systéme de 
valeurs. Nous allons montrer que cette intégrale M) peut étre 
obtenue par la méthode générale de résolution exposée antérieu- 
rement (n° 15). 

On vient de démontrer en effet qu/il existe m fonctions 
Uy, Ug, +++) Up, formant un groupe conjugué pour l’équation » =o, 
holomorphes dans le domaine du point (2,°, ..., z,,°) et se rédui- 
sant respectivement & 2, .., £,,, quand on y fait a, .,—== Lyiyy sy 
L, = x,°. Ces m fonctions forment évidemment avec 7,,,,, -.-, Ly 
un systéme de n fonctions distinctes, et si on les prend pour varia- 
bles indépendantes, l’équation » = o devient 


(26) o = U,du, +... + U,,du;, =o, 
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U,, Up, ...,U,, étant des fonctions holomorphes de uw, ...; u,,, 
Lmyrr +r, L, dans le domaine du point u,=2,°, ..., u,, = x,,°, 
Brey =D inpyy vey L, = 2,°. Le coefficient U,, n’est pas nul pour 
ce systéme de valeurs, car U,,° est égal au coefficient de de 
dans » pour les valeurs x,°, ..., x,,°, d’aprésla définition méme des 
fonctions w, ..., U,,, et par hypothése ce coefficient n’est pas nul. 
Pour obtenir toutes les intégrales de l’équation » = 0 passant au 
point considéré, on peut donc diviser tous les coefficients par U 
ce qui raméne l’équation a la forme canonique 


m) 


(27) v,du, + ... + 0, ,dUy,—-, + du, =0, 


Vy, Voy +++) V4 Ctant aussi des fonctions holomorphes de a, ..., x, 
dans le domaine du point (z,", ..., z,°). Les 2m — 1 fonctions 
Uy, +025 Uiyy Vyy Vay -++y Vy —4 SOE distinctes, sans quoi |’équation 
w == 0 serait de classe inférieure 4 2m— 1. 

Par hypothése, l’intégrale My, de l’équation » = o est représentée 
par un systeme d’équations 


Li Obs... th) COS ie) ete 


les n fonctions 9; étant holomorphes dans le domaine d’un systéme 
de valeurs ¢,°, ..., {2° pour les A variables ¢,, ..., tn, et prenant les 
valeurs: 2,°,....; %,°, pour ¢, ==7,°,..., t; == ta’. En remplacgant 
Ly, ++ L, par 9, ..., 9, dans les 2m —1 fonctions u;, vz, on a les 
équations d’une multiplicité intégrale M’ de l’équation transformée. 


Imaginons que l’on ait pris pour variables uw, ..., Wp, Uys «+65 V 


m? m—4? 


et n—2m +1 des anciennes variables x,,..., x,. La multipli- 
cité M’ est définie par un certain nombre de relations entre les 
variables uj, vy, et la multiplicité M, s’obtient en adjoigant aux rela- 
tions précédentes un certain nombre d'autres relations ou figurent 
les autres variables. Cette intégrale M, peut donc étre obtenue par 
application de la méthode générale du n° 15. 

Les seules intégrales auxquelles ce procédé ne s’applique pas 
sont donc les intégrales (+) telles que les coordonnées de tous leurs 
points annulent tous les coefficients de o”-*), 


(‘) Nous laissons de cété les intégrales telles que l’un au moins des coeffi- 
cients de w cesse d’étre holomorphe dans le yoisinage del’un quelconque des 
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Nous appellerons inTéGRALEs stnGuLibREs les intégrales de Péqua- 
tion » = 0 satisfaisant a cette condition. 

Pour qu’il existe des intégrales singuliéres, il faut done que les 
équations obtenues en égalanta zéro tous les coefficients de «(2 —2) 
soient compatibles. Si ces équations n’admettent pas de systémes 
de solutions communes formant une multiplicité a r dimensions 
(r>0), il n’existe pas d’intégrales singuliéres. Si ces équations 
définissent une multiplicité, cette multiplicité peut se décomposer 
en plusieurs multiplicités analytiquement distinctes. Soient 


(28) . fi =0, «5 fh =0 


les équations qui définissent lune de ces multiplicités My—nz. Le 
systéme (28) étant supposé mis sous forme normale, on peut tirer 
de ces équations h des variables, x,, ..., 2, par exemple en fonc- 
tion des n — A autres variables, et en remplacgant 2,, ..., YZ» par 
leurs expressions dans |’équation proposée, on sera conduit a une 
nouvelle équation de Pfaff», =o an—A variables, dont toute 
intégrale fournira une intégrale singuliére de l’équation proposée. 
Cette équation », =o peut avoir elle-méme des intégrales singu- 
lhéres, que l’on recherchera de la méme fagon. II est clair que cette 
suite d’opérations aura un terme, puisque le nombre des variables 
va en diminuant quand on passe d’une équation de Pfaff a la sui- 
- vante. 


Remargue. — Il pourrait se faire que l’équation » =o admette des 
intégrales singuliéres, telles que les coordonnées de tous leurs points 
vérifient non seulement les relations (28), mais aussi celles que l’on 
obtient en égalant a zéro tous les jacobiens desh fonctions fi, ..., fh, 
par rapport 4 quelconques des variables x;, Xo, ..., Lp. En adjoignant 
aux relations (28) ces nouvelles équations, on obtiendra un nouveau 
systéme que lon étudiera comme le premier, s'il est compatible, et 
ainsi de suite. 


points de cette intégrale. Par exemple l’équation 
w= xdx + ydy + ¥1— 2? — yde=0 


admet des intégrales 4 deux dimensions qui sont des sphéres de rayon un 
ayant leur centre sur os. Elle admet en outre pour intégrales le cylindre 
x + y® = 1, et toutes les courbes de ce cylindre, 
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Exemptes : 10 Soit l’équation de Pfaff 
® = Ldx, + axsdax2 + a,dax, + x,dx;= 0; 
ona 
w! = dasdxe + dayda,, 


I 
eal = (eo! )? a day,dasdx3dx,, 


olY = — x\da,dardx3dx,dx;, 
@Qyi==* Ob 


On a ici m = 3, w(2m—-2) = wiv, Toute intégrale singuliére doit appar- 
tenir 4 la multiplicité 2, =o. En tenant compte de cette relaniee 
Véquation proposée se réduit a 


L303 — 0}, 
dont Vintégrale générale est x2 = a, et qui admet aussi une intégrale 
singuliére 2; = 0 L’équation proposée admet donc des intégrales sin- 
guliéres a ¢rois dimensions, représentées par l’un des systémes d’équa- 
tions 
(a) yO (B) ip— = OsgCa—=as 


ou @est une constante arbitraire. Toute multiplicité 4 une ou deux 
dimensions située sur une des multiplicités précédentes est aussi une 
intégrale singuliére 

20 Considérons l’équation non complétement intégrable 


wo = Ayday, + Asdaz + Asdx;3 = 0, 


ou Ay, As, As sont des fonctions de x1, 2%», £3. 
Dans ce cas m= 2, et l’on a 


@(2m—2) = o)" = ww’ = [ a: ( — a) 
- aL3 ILe 


+ As i — aa -+ Ag aoe da,dxedxy. 


O24 023 Xe OX, 


Toute intégrale singuliére doit satisfaire 4 l’équation 


(29) Ay ee ek As essai (Shs — Bit) = 0 


0X3 0X2 Alea 0X3 022 OX, 


qui, par hypothése, n’est pas vérifiée identiquement, Si les pantables 
figurent dans cette relation, on pourra exprimer l'une des variables au 
moyen des deux autres et, en portant dans I’ équation » = 0, on obtient 
en général une équation de Pfaff deux variables. L’équation proposée 
admet done en général une infinité de solutions singuli¢res 4 une 


dimension. 
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Prenons par exemple (') 
wo = 2,(1 — ay? — X2)da, + xe032dx2 + x;8dax, = 0; 
la condition (29) est ici 
224 HaX3(Ly2 + 22 + H32?— 1) =O. 


Cette équation se décompose en quatre autres et, en traitant séparé- 
ment chacune d’ellies, on obtient trois familles d’intégrales singuliéres 


a une dimension 


(«) HO = On GF SS 8a = Ce 
(3) He = 0, 204? — ay* + x3t = a, 
(7) GH 105, Bi = Ose 


a étant une constante arbitraire, et une intégrale singuliere a deux 
dimensions 


(0) at + Xo? + Hot Ti 


48. Intégrales appartenant 4 une multiplicité donnée.— 
La détermination des solutions singuliéres, de méme que |’inté- 
gration d’un systeme d’équations aux dérivées partielles du premier 
ordre (n°S 18, 20) conduisent a rechercher les intégrales d’une 
équation de Pfaff appartenant a une multiplicité donnée, c’est-a- 
dire telles que les coordonnées de tous leurs points vérifient un 
systeéme donné de f relations distinctes du premier ordre 
(30) TON CAD era Or ES RY hin 

Ainsi qu’on l’a déja indiqué au numéro précédent, ce probléme 
se raméne au probleme général. Les équations (30) étant mises 
sous forme normale, si l’on tire de ces h équations les expressions 
de A des variables au moyen des n — hf autres variables, et qu’on 
les porte dans » = 0, on a une nouvelle équation de Pfaff o, =o 
an —h variables. On peut déterminer a priori la classe de la 
nouvelle équation de Pfaff au moyen du lemme suivant. 

Sout p le plus petit nombre entier tel que tous les coefficients 
du produit symbolique wPdf, ... dfn soient nuls en tenant compte 
des relations (30) elles-mémes. Ce nombre p est égal a la classe 


dela forme de Pfaff , déduite de par la substitution précé- 
dente. 


(‘!) Carran, loc. cit., p, 282. 


CHAPITRE IV. —- APPLICATION DES FORMES SYMBOLIQUES. 191 


Imaginons en effet que l’on prenne un nouveau systéme de 
variables (y1, ..., Yn) tel que yi, ..., yn soient identiques a 
Ji, »++5 fh; on peut toujours faire un changement de variables de 
cette espéce en considérant un systéme de valeurs (x,°, «.., x,°) 
satisfaisant aux relations (30), et tel que toutes les fonctions 
Ee a he SOIeNt holomorphes dans le voisinage de ce sys- 
téme, sans que tous les jacobiens des h fonctions fap ons faa Pat 
rapport & fh quelconques des variables x; soient nuls pour les 
‘valeurs x; = x;°.Si l’on pose y; =f, .... ya = fn, on peut tirer en 
effet de ces h équations les expressions de A des variables aj au 
moyen de y;, ..., yn et des n— A autres variables ;, et ces expres- 
sions seront des fonctions holomorphes dans le voisinage du sys- 
teme de valeurs correspondantes des nouvelles variables. Toute 
fonction holomorphe.de 2, ..., £,, dans le domaine du point 
(x,°, ..., £,°), se change en une fonction holomorphe des nouvelles 
variables dans un autre domaine, et la forme w est remplacée par 
une nouvelle forme 


(30) sass B,dy, +... + Badyn + Brayidyati +. + Brdyn, 
B,, ..., B, étant des fonctions des nouvelles variables. La forme 
o, déduite de » par la substitution dont il s’agit est identique a la 
forme a, 

oy = Bnasidyays + ... + Br°dyn, 
déduite de w, en remplagant y,, ..., Yr, Ayy, «.-, dyn par zéro, avec 
le nouveau systéme de variables. Il est 4 peu pres évident que a’, se 


déduit de a’ par laméme substitution. En effet, si dans la forme o' 


o = dB, dy, +...4+ dBadyn +- ABrsadyn +... dBndyn 


Sie) SEL pi gee yn = dy, = to2 == Cy p= 0.) 11+ reste. la 
forme 
SBE SE VPP ee diupas 
D (Spay) anna 
tJ 
V’indice o indiquant que l’on remplace y,, ..., yn par zéro apres la 


différentiation. Mais on a aussi 


a) — dB +3 
Whti lo Yh 
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car il revient évidemment au méme de remplacer y,,... ,Yn par 
zéro avant ou aprés la différentiation. La forme obtenue est donc 


identique a la forme dérivée de aw, 


IBen+i 


OL j 
RNs Me 


a) = Ans jAyh+i- 

Les formes dérivées successives de a se déduisant de a et de a’ 
par des multiplications symboliques, il est clair que la forme 
a)? se déduira de ao?) en remplacgant dans celle-ci les varia-° 
bles y,, .--, yn et leurs différentielles par zéro, quel que soit p. 

D’autre part, le produit od/,... dfpse transforme en a'?'dy,...dyn 
par le changement de variables effectué plus haut. Il est clair que 
sil’on remplace y,, ..., yn par zéro dans tous les coefficients de ce 
produit symbolique, il se réduira, en tenant compte des produits 
partiels nuls, a 


wo, Pidy, ... dyn. 


Ce produit est donc nul si pest égal ou supérieur a la classe 
de a, et dans ce cas seulement, ce qui démontre le lemme énoncé. 
Remarquons que l’abaissement de la classe quand on passe 
dea a ow, peut étre supérieur a 2h (Cf. n° 43). Si par exemple on 
fait x, =o dans la forme x,z, la classe s’abaisse de c unités, si 
cette forme est de classe c. 

Nous pouvons dire encore, en nous reportant aux résultats du 
n° 46 que si m est le plus petit nombre entier tel que a2™df, ... dfn 
ait tous ces coefficients nuls en tenant compte des relations (30) 
elles-mémes, léquation » = o est remplacée par une équation de 
Pfaff de classe 2m — 1 quand ony fait la substitution précé- 
dente. 

Pour ramener a une forme canonique cette nouvelle équation, 
qui s’écrit a) =o avec les variables yni4, . ., yn, on a rechercher 
une intégrale particuliére de m systtmes complets successifs. En 
se reportant aux résultats précédents (n° 46), on peut écrire ces 
systemes complets avant tout changement de variables. En effet, 
on voit aisément, en reprenant le raisonnement de tout a lheure, 
que si tous les coefficients du produit symbolique 


w(@m—2h) qf, ao Afnadfr+s- shes df, 


CHAPITRE IV. — APPLICATION DES FORMES SYMBOLIQUES. 193 


sont nuls en tenant compte des relations (30), les & — A fonctions 
fr+iy «+, fr forment un groupe conjugué pour la nouvelle équa- 
tion, et réciproquement. On aura donc a chercher successivement 
une intégrale /,41 du systeme obtenu en égalant a zéro tous les 
coefficients du produit w@"—)df, ... dfndf, puis une inté- 
grale fni2 du systeme obtenu en égalant Azéro tous les coefficients 
de wm—idf, ... dfraidf, ..., et enfin une intégrale frim du 
systeme obtenu en égalant a zéro tous les coefficients du produit 
wodf, ... Ufn+m—idf, les variables étant supposées liées par les 
relations (30). Si l’on choisit ces m fonctions fy41, ..., fnr+m de 
fagon qu’elles soient indépendantes, méme en tenant compte des 
relations (30), l’équation » = o prendra la forme canonique 


oidfn4t Se 0009 ae oma fh+-m = 0, 


quand on fera /, = 0, ..., fn = 0 apres la transformation. 


On peut encore distinguer les solutions générales du probléme et les 
solutions singuliéres. Le nombre m étant défini comme on vient de le 
dire, une intégrale fait partie de lintégrale générale si les coordonnées 
dun point quelconque de cette intégrale n’annulent pas tous les coeffi- 


cients de w(2—2)df, ... dfn. Soient (x, ..., an) les coordonnées d’un 
point satisfaisant aux équations (30) et n’annulant pas tous les coeffi- 
cients de w(2m—-2)df, ... dfn. Il est clair que ces coordonnées n’annu- 


lent pas non plus tous les coefficients du produit d/; ... dfn, cest-a- 
dire tous les jacobiens des A fonctions f;,..., fh par rapport a h 
quelconques des variables 7, ..., 2,. On peut done faire le change- 
ment de variables indiqué plus haut et, en poursuivant le raisonne- 
ment comme au n? 47, on verra facilement que toute intégrale de 
Véquation » = o passant au point (2,°, ..., n°) et vérifiant les h rela- 
tions (30) correspond a une intégrale non singuliére de Ja nouvelle 
équation de Pfaff. 

Les intégrales singuliéres sont celles qui annulent tous les coefficients 
de w(2m-2)df, ... dfn. Ou les détermine, comme plus haut, en adjoignant 
aux relations (30) celles qu’on obtient en égalant a zéro tous les coeffi- 
cients de w(2—2)df, ... dfn, ce qui conduit a un nouveau probléme de 
méme nature que le premier. 


49. Intégrales 4 un nombre donné de dimensions. — 
Lintégration d’un systéme d’équations aux dérivées partielles du 
premier ordre 4 une seule fonction inconnue conduit a un pro- 
bléme plus particulier, qui revient a déterminer les intégrales 

G. Legons. 13 
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d'une équation de Pfaff, situées sur une mpluipliciis donnée, et 
ayant un nombre donné de dimensions. 

Ce probléme peut évidemment étre formulé ainsi : Zrouver les 
intégrales d'une équation de Pfaff définies par un systéme de 
r éguations, parmi lesquelles h relations (h <r) sont données a 
Pavance. 

Il est aisé de reconnaitre 4 l’avance si ce probleme admet des 
solutions au moyen des deux lemmes suivants. 


Lemme A. — Si une intégrale dune équation de Pfaff est 
définie par un systéme de r relations, les coordonnées dun 
point quelconque de cette tnlégrale annulent tous les coefficients 
de w(?r) 

Cette propriété étant indépendante des variables au moyen des- 
quelles on exprime la forme », nous supposerons qu’on a pris un 
systéme de variables x, ..., 2n, tel que lintégrale en question 
M,-—,r soit définie par les r relations 


(32) iy a= Oe aus rae 
Les coefficients A,41, ..., An de la forme 
Q == A,dx, + Coed a A,dz,y ap Artidap44 —- ic 2 + Andxn \ 


. ’ E . 
doivent donc s’annuler quand on y fait x, = 0, ..., =a. Dans 
la forme dérivée 


wl adh da es pod Ae eee ee 


j dAprti 
toutes les dérivées —“** sont nulles aussi : 
= ae Pallet > 01. oF 
quand on y remplace 2, ..., x» par zéro, de sorte que le coefficient 


de dx,4idx,+; est nul pour ce systéme de valeurs. 
Il s’ensuit que si ’on ne conserve, dans chacun des r + 1 fac. 
teurs du produit 
wr) = = ww!) 
TL ? 
que les termes dont les coefficients ne sont pas nuls pour 


XL, = 0, ..., L == 0, chacun de ces termes contiendra au moins 
A ; ‘ ; 
Vune des différentielles dx,, ..., dz». Comme il yaplus de facteurs 


~ 


CHAPITRE IV. — APPLICATION DES FORMES SYMBOLIQUES. 195 


que de différentielles, tous les coefficients du produit symbolique 
sont certainement nuls, quand on ¥ fait a, =e 0, 0.3 Gemma 0. Le 
raisonnement prouye qu'il en-est de méme pour toutes les formes 
dérivées suivantes (2744), w(@r+2), , 


Lemme B, — Si une intégrale d'une équation de Pfaff »=0 
est définie par un systéme de r relations parmi lesquelles h rela- 
tions sont données a Vavance f; = 0, ...; fn=0, les coordonnées 

@un point quelconque de cette intégrale annulent tous les coef fi- 
cients du produit symbolique w%-df, ... dfn. 

Nous pouvons, comme tout a Vheure, supposer la multiplicité 
M,—,r définie par les r relations (32), fi, ..., fn, étant précisément 
4, -.., Lp elles-mémes. La forme symbolique o(@—2/) est de degré 
ar — 2h + 1, et tous les termes de cette forme qui ne sont pas nuls 
pour 2, =0,..., = o contiennent au moins r—/h + 1des diffé- 
rentielles dz,, ..., dap, et par conséquent |’une au moins des diffé- 
rentielles dx, ..., dxp. Le produit w"—%*dax, ... day a donc tous 
ses termes nuls, en tenant compte des relations (32), et il en est de 
méme des produits 


ml2r—2h-+1) dar, ear itn. 2r—2h+2) dx, aoe Qich. eee 


Le premier lemme est évidemment un cas particulier du second, 
obtenu en supposant h = o. 

Le méme raisonnement prouve que, si tous les coefficients du 
produit odf, ... df,sont nuls en tenant compte des équations 


aa Og pusaal rn == 03 


ces équations définissent une intégrale de » =o. 
Cela étant, pour avoir les intégrales de l’équation » = o définies 
par un systéme der relations entre les variables, parmi les- 


quelles /yrelations sont données a l’ayance, 
(33) TACT Rae Ln) =e 0% [Res tc Sie 
on formera le produit symbolique 

wlr—2hdf, ... afh, 


et on égaleraa zéro tous les coefficients. On obtiendra ainsi un cer- 


st a > — 
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tain nombre de relations qui doivent étre vérifiées par les coordon- 
nées de tous les points des multiplicités cherchées. 

En adjoignant ces relations aux précédentes (33), on obtient un 
systéme de h' > A relations distinctes. Sih’ est supérieur ar, ou 
si ces h' relations sont incompatibles, le probleme n’admet pas de 
solutions. Sih’ <r, on opérera sur ce nouveau systeme comme 
sur le précédent, et ainsi de suite. En continuant de cette fagon, on 
constatera l’impossibilité du probléme, ou bien on arrivera @ un 


systtme de & équations distinctes (k <r), 
(34) Sia 90; Soe On 


comprenant les équations données (33), telles que le produit sym- 
bolique wr—24)df, ... df, ait tous ses coefficients nuls, en tenant 
compte de ces relations elles-mémes. 

Sik=r, les équations (34) définissent une multiplicité inté- 
grale, satisfaisant aux conditions du probléme. 

Supposons k <r, et soit m le plus petit nombre entier tel que 
tous les coefficients du produit symbolique 


wd fi df, ... afb 

soient nuls, en tenant compte des relations (34) ; ce nombre m est 
par hypothése au plus égal a r — &. On a vu au paragraphe pré- 
cédent que la recherche des intégrales de l’équation » = 0, situées 
sur la multiplicité définie par les équations (34), se raméne a la 
résolution d’une équation de Pfaff de classe 2m — 1. Les intégra- 
les non singuliéres de cette équation sont définies par un ou plu- 
sieurs syst¢mes de m relations, auxquelles on peut adjoindre de nou- 
velles relations choisies arbitrairement. Si l’on adjoint 4Vun de ces 
systemes de m relations les # équations (34), on a un systéme de 
m+ k<rrelations définissant une intégrale de l’équation w= 0, 
et les coordonnées d’un point quelconque de cette intégrale véri- 
fient m + # relations, parmi lesquelles sont les / relations (34). 
Sim-+ <r, il suffira de leur adjoindre r—(m + hk) relations 
choisies arbitrairement, pour avoir une intégrale satisfaisant aux 
conditions voulues, et il est clair qu’on les obtiendra toutes de cette 
facon, 

La méthode s'applique en particulier pour / = o, et permet de 
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déterminer toutes les intégrales dew = 0 qui sont définies par un 
nombre donné r de relations distinctes, c’est-a-dire toutes les inté- 
grales 4 un nombre déterminé de dimensions. 


REMARQUE. — L’équation 
(35) ord f ... df_ = 0 


entraine d’autres relations de méme forme ot ne figurent 
qu'une ou deux des fonctions /;, ..., fn. Supposons, en effet, qu’il 
existe une intégrale définie par r relations seulement, parmi les- 
quelles la relation /; = o. Il résulte du lemme B que les coordon- 
nées d’un point quelconque de cette intégrale annulent tous les 
coefficients du produit w@r—%d/;. De méme s'il existe une intégrale 
définie par r relations, parmi lesquelles les deux relations /; = 0, 
Jj = 0, le méme lemme prouve que les coordonnées d’un point 
quelconque de cette intégrale annulent tous les coefficients des 
produits w?r-Ydfidf;, werd fidfj. 

Il s’ensuit que la relation (35) entraine les relations suivantes 
wr Vd f; —— oF 
OO Lit pean, SO Lt | == Ova Cs Jed, Bes dt) 5 
toujours en tenant compte des relations /; = 0 elles-mémes. 

Inversement, sous des hypothéses trés générales, les rela- 
tions (36), ou un certain nombre d’entre elles, peuvent remplacer 
Péquation (35), et M. Cartan en a déduit une nouvelle méthode de 
résolution du probléme qui est tres analogue aux méthodes expo- 
sées plus haut (n® 43-46) pour la formation d’un groupe conju- 
gué ou semi-conjugué. 

Nous renverrons & son Mémoire pour les détails de cette méthode, 


(36) 


ainsi que pour la recherche des solutions singuliéres. 


50. Application aux équations aux dérivées partielles. 
— Reprenons le probleme de Vintégration d’un systeme d’équa- 
tions aux dérivées partielles 

Sil La Loy veey Ly Fy Pps very Pn) = 0, 
WG one bey Cas 5 Pay ace, Dal Os 


(37) 


SW Xp, La, o0r, Lyy Z5 Pps oory Pn) =; 
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ou le probleme équivalent qui consiste 4 déterminer, dans lespace 
aon +1 dimensions, une intégrale 4 n dimensions de l’équation de 
Piatt 

(38) w = dz — pdx, ee a p,d2, = oO, 


dont tous les éléments vérifient les A relations données (37). C’est 
un cas particulier du probleme ¢tudié au paragraphe précédent, et 
dans le cas actuel le nombre r est égal a n + 1. D’apres la remar- 
que qui termine ce paragraphe, nous pouvons adjoindre aux rela- 
tions (30) celles que l’on obtient en égalant a zéro tous les coeffi- 
cients des produits symboliques 


werd fi, w@Dd fd f; (j= Tis eae ory ia 


icir =n + 1, w@r-2)= w 2) est de degré an + 1, et le produit 
wr—)df est identiquement nul, quelle que soit la fonction /. 
Quant au produit w?—Vdfidfj, ou w\?"—dfidfj, qui a été calculé 
plus haut (n° 42), il ne contient qu’un seul terme 


Dy CECI) Ova CRORE) Oe 


et nous voyons que tous les éléments des intégrales cherchées 
dowent satisfaire aux relations 


(39) Sis fj] = 9; (is Se Ty Bsc eed) s 
c’est le théoreme fondamental de la théorie dessyst¢mes en involu- 
tion (Legons, n° 58). oy 

La méthode d’intégration de Jacobi se rattache aussi trés facile- 
ment aux méthodes d’intégration d’une équation de Pfaff, qui ont 
été exposées dans ce Chapitre. 

Les raisonnements du numéro précédent, appliqués au cas 
actuel, prouvent que l’on peut toujours ramener l’intégration du 
systeme (37) a lintégration d’un systéme en involution, si l’on ne 
constate pas l’impossibilité du probleme; ces raisonnements ne 
different pas d’ailleurs de ceux du n° 58. Supposons donc que les 
equations (37) forment un systéme en involution, c’est-d-dire que 
les équations (39) soient des conséquences algébriques des rela- 
tions (37). Nous pouvons méme supposer que l’on a mis les 
équations (37) sous une forme telle que les conditions fifi 00 


CHAPITRE IV. —> APPLICATION DES FORMES SYMBOLIQUES. 199 


soient des identités. La classe ¢ de w étant 2n + 1, les h fonctions 
fi, +, fr vérifient donc les relations 


wld f; = 0, gs yh fe aia reg am Ie et petro) 


et par suite ces fh fonctions forment un groupe conjugué ou semi- 
conjugué par rapport a w (n° 46). On peut alors déterminer un 
groupe semi-conjugué den +1 fonctions, comprenant les fonc- 
tions f,, fy, -.., fr- Pour cela, on cherche d’abord une intégrale 
Jn+4, indépendante de /,, ..., fr, du systeéme 


wle=1d f — 0, wle3)df, df = Os sees Heat} = On 


la premiére équation est vérifiée d’elle-méme, et ce systéme se 
réduit a 
[fir f] =o, «-- [fas f| = 0. 


On a ensuite a chercher une intégrale /,+42, indépendante de 


Hay oy fai du nouveau systéme 


[fot] =o +6. (Pa flo, [fri fl =o, 


et ainsi de suite. Ayant ainsi déterminé un systéme de n + 1 fonc- 
tions distinctes f,, ...,. fh, ---) fn41 en involution, ces n + 1 fonc- 
; ane <5 ace, ee 

tions forment un groupe semi-conjugué pour l’expression w, que 
Von peut par conséquent mettre sous la forme 


(OR 9, df, AP Loe Se end fn +... + ontidfri. 
Les équations 


ge a gO) i ONG ety et Anh 


“OU Anti, ---; Ant41 sont des constantes arbitraires, donnent donc 


une solution du probléme. C’est une intégrale complete, et la 
méthode précédente est identique @ la méthode de Jacobi généra- 
lisée par Mayer. Toutes les autres intégrales se déduiraient de 
méme des solutions de l’équation de Pfaff 


onqidfaar +... + engidfnroi = 0 


définies par n +1 — A relations, ce qui conduit précisément a des 
résultats déja exposés (Legons, n° 51). 
Dans le cas particulier ot /\; ..5 fh ne renferment pas z expli- 
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citement, les crochets | /;,,/j] se réduisent aux parenthéses (fi, fi)» 
et la méthode peut ¢tre simplifiée de fagon a retrouver la méthode 
méme de Jacobi. 

Supposons donc que l'on ait h fonctions distinctes f,, ..-, fn, 
indépendantes de g, telles que les parentheses (fi, fj) soit nulles 
identiquement. La variable z ne figure pas dans les coefficients 
des équations du systeme complet 


[fof] 2 Ores) [fa S| ae) 


qui déterminent f/p.4. Si on adjoint & ces équations la relation 
af 


“— == 0, on obtient un nouveau systéme complet 


04 
Gif) 6; Be, fia =O 


pour déterminer une fonction f des 2n variables xij, pn. 

La méme remarque s’appliquant aux systémes suivants, on peut 
done déterminer de proche en proche n fonctions distinctes 
Sis «++» Shy «+5 fn, De renfermant pas zg, et telles que toutes les 
parenthéses (fi, fj) (7, 7 = 1, 2, ..., m) soient nulles. Ces n fonc- 
tions forment un groupe conjugué par rapport a la forme w, car la 


: : ry : 
relation w(¢—%df =o se réduit dans ce cas a J — 9 (n° 43). Si 


0g 


donc on prend pour nouvelles variables 


Za} ts Jay 8) J mm Piping Oa) 


4, «+» 9, étant n fonctions convenablement choisies indépendan- 
tes de z, formant avec f,, ..., f,, un systéme de 27 fonctions 
distinctes des variables a;, py, on sait que » prendra la forme 


wes? aL o,df, +...4+ ond fn oe Af n+4 


Jn étant une fonction des variables (x;, pe) qui se détermine par 
une quadrature (n° 43). On aura donc dans ce cas une intégrale 
complete 


eS 0, aco fh Op had —— Chas SSR 03 = An, f= frat =e An+4; 


qui s’obtient par une quadrature, quand ona déterminé /y44, ...,fn- 
Cette méthode n’est pas distincte au fond de la méthode méme de 
Jacobi. Supposons en effet, afin de nous placer dans le cas consi- 
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déré par Jacobi, que le jacobien Difis Si) ne soit pas nul pour 


D(p,, seey Pn) 
tous les systemes de valeurs qui annulent /;, ..., fn. Imaginons 
que l’on prenne pour variables 3,2, ..., x, ety, =f, 960+) Yn =Sn3 


il faut pour cela résoudre les n équations 


(40) 1 Uae eS 


par rapport a p,, ..., p, et porter les expressions ainsi obtenues 
dans w, ce qui conduit 4 une nouvelle expression de cette forme 


Cee dz — o,dy, + se a 0,LYn ss Cs 


Jnvs tant une fonction de Xj, ..., Lys Yi> +23 Yn» 91 Von regarde 
a 2 fee A 

dans Videntité précédente y,,..., y, comme des paramétres, la 

fonction f,,,, considérée comme fonction des seules variables 


DH, -.., “&, a évidemment pour différentielle totale 


Mfrs, = Pda, + «+. + Pd, 


Py +++1 Py Stant les fonctions des variables x,, ..., x, et des para- 
metres y,, ..., y, déduites des relations (40) 


51. Application aux transformations de contact. — Les 
théorémes classiques (Legons, n° '75 et suivants) se déduisent tres 
facilement des propriétés d’inyariance des formes dérivées et des 


produits symboliques. Soient Z, X,, ..., X,, P,, ..., P,, un systéme 
de 2n + 1 fonctions des 2n + 1 variables zg, ©,, ..., Lay Pay «es Par 
telles que l’on ait identiquement 

(41) dZ— P,dX,—...—P,dX, = e(dz — p,dx,—...—p,dx,), 


o étant une fonction non identiquement nulle des variables 
Z, Li, pn. Liidentité précédente peut s’écrire 
(42) Of eo, 
en posant 

a= dZ — P,dX, — ... — P,dX,, 

w = dz — pdx, — ... — prdx,; 
de sorte que la forme de Pfaff © se change en pw, quand on y rem- 
place les variables Z, Xi, Px par leurs expressions au moyen des 


variables, 2,42, Pk. 
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De la relation (42) on déduit 
o' = pe + de X, 
(a')” = (pw! + dow)? = ew") n(ew')’—tdo x w, 
(QP On=— or+4(«y" Je, 
On a done 
Q(2n) = or+ty(2n), 


ou (n° 42) 
GLX, vin GP == ott Rae 7 ap, 
c’est-a-dire 
DZ exe Pa ee s 
oe Dea, opal 
ce qui prouve que les an + 1 fonctions Z, Xi; Py sont nécessaire- 
ment distinctes. 

Soient F, ® deux fonctions quelconques des variables Z, X;, Px, 
fet ce que deviennent ces fonctions lorsque l’on remplace ces 
variables Z, X;, Py par leurs expressions au moyen des variables 
£, Li, pe. On montre comme tout A ’heure que ona 


Q?n—2) — otw(2n—2), 
et par suite on a l’identité 


quelles que soient les fonctions F, ®. Les produits symboliques 
qui figurent dans cette formule ont été calculés au n° 42. 


a®n—2)dFdb = [F, ®]dZdX, ... dPn, 
od fde =f, eldeda, ... dpn, 


en posant 


1 OF / 0 Ib 6 /oF oF 
[F, ®] = soils Ph ay meee ea 


t=1 


. of aye) On oo [3d O 
fo] = alae eee Eb eae PE gsch 


Ane 
7=1 te 


En rapprochant les formules (43) et (44), on en déduit la nous 
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velle identité 
(45) eLF; ®] = [f,9): 
Appliquons cette identité a tous les couples de fonctions obtenus 


en prenant pour F et ® deux quelconques des fonctions Z, Xj, Px; 
nous obtenons les relations établies directement 


|Z, Xi] = (Xz, Xx] == [Xu, Px| —= [Pi, P| 04, tZzk 
(46) : 
[4.-Pi] =P 7 RSL AR*, ene 
Dans ces formules [Z, X;] désigne maintenant 
n 
OZ (aX aX; aX; / 0Z dZ 
ap. (sae + Ph se) aor (ioag + Ph Se) 


et de méme pour les autres crochets. 

Réciproquement, étant données n + 1 fonctions indépendantes 
Zy X4, «425, des ano t vValables 2, X15 «25 Lpx Payesir Pas SALIS- 
faisant aux relations 


(47) (Z, Xj] = 0, (Xi, Xp] = 0, 


il existe n autres fonctions P,, ..., P,, des mémes variables telles 
7 Sy he : Pos 
que Von ait identiquement 


(48) dZ—P,dX,—... —P,,dX, = e(dz + p,dx,—...=p,dx,,); 


e étant une fonction non identiquement nulle. 

Les relations (47) expriment en effet (voir n° 46) que les n + 1 
fonctions Z, X,, ..., X, forment un groupe semi-conjugué pour o. 
On a donc une identité de la forme 


eX ese A dX KZ: 


qui est évidemment équivalente a la relation (48), car le coefficient 
A,,,, ne peut étre nul, puisque o est de classe 2n + 1. 

On peut aussi obtenir de cette fagon les crochets de e et de l’une 
quelconque des fonctions Z, Xj, Px. La relation qui donne (2')” 
peut en effet s’écrire 


Q(2n—1) — ow(2r—1) ai o2—1e(2n—2) [p : 


F étant une fonction quelconque des variables Z, Xj, Px, et f ce 
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qu’elle devient apres la substitution, on a done Videntité 
Q2nr—-1) dF = or(n—1) ff — 2 —1u(2n—2)d fdo. 


Les expressions de ces produits symboliques ont été obtenues 


plus haut: 
A 


Qer—dF =F dzdX, ... dPn = prt 2 deday ... dpn, 


wn f = 2L dzdx, ols dpn, 
wr—Id fdo = [p, f|dedx, ... dpn. 


En remplagant dans lidentité précédente, il vient 


(49) ja = wy [e, /].- 


En remplacant F par les 2n + 1 fonctions Z, Xi, Pr, on obtient 


les expressions des nouveaux crochets : 


OZ OX; 
(50) lp, Aiea 0 yl, Nt oe 
oP; 
[ey Pi] = — eS 


52. Transformations de contact homogénes.— Une trans- 
formation de contact homogéne est définie par 2n fonctions 
SOS inp ON cs ostrn 


1 


dew variables a7) -.q2. Day cay Py teres 
que l’on ait Videntité 


(51) PidXx, i a PdX, == pid ane.) ep, da. 


Kn désignant par et w le premier et le second membre de cette 


relation, ona 
Qn - 2n— 
Q(2n -1) q(2n 1), 


c’est-a-dire 
(52) GX ,AP) 1 OX, 0b == OL Open Oe Ope 


ce qui montre que les 2n fonctions X;, Px sont indépendantes, 
puisque leur déterminant fonctionnel est égal a l'unité. Soit F une 
fonction quelconque des variables X;, Px, et f la fonction des varia- 
bles x;, px obtenue en remplagant dans F les Xj, Py par leurs 
expressions. L’identité 

122-2) dF = wld f 


11 eee Dial 


we 
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devient, en tenant compte de la relation (52), 


of 


dDn 


oF oF Onva of 
PR Be 
1 a5 S/S ap; 


opi oe, : baryon 
En prenant pour F l'une des fonctions X;, Py, nous avons 


+ pst Pa 


i fe ay + p= ) 
oe) dP; oP 
pants 
pe ts Doreen 


ce qui montre que /es X; sont des fonctions homogénes de degré 
zéro, et les P; des fonctions homogénes de degré un, des varia- 
bles py, ..., Pn (Legons, n° 80). 

On a enfin, en désignant par F, ® deux fonctions quelconques 
des X;, Py, et par fet o les fonctions des xj, pr obtenues par la 
substitution, 


Q2r-3)\dFdb = wn-3)dfde, 


ou, en tenant compte de la relation (52), 


y oF ob oF ab Ze dp af a9 
= OP;IXi IXj Pi] z | \ Opi dei dx Opi)” 
t= — 


Cette identité, appliquée 4 deux quelconques des fonctions Xj, 
Px, donne les relations connues (Legons, n° 80). 


(54) ( (Xi, Xz) = 0, (Ki, Pr) = 0, (Pi, Pr) = 0, TAA, 
(ice ean & 

Réciproquement, étant données n fonctions indépendantes 
X,, ..+,) An des an variables X,, ..., Ln, Py» -++y Pn, homogeénes et 
de degré zéro en p,, ... Pn, et satisfaisant aux relations 
(Xz, Xp) == 6 (GEN een OR eee by 


il existe n autres fonctions P,, ..., Pn des mémes variables défi- 
nissant avec les premiéres une transformation de contact homo- 


gene. 
Les n fonctions X; vérifient en effet les relations 


w2n—dX; = 0, wer SdXidXp= 0, 
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qui expriment que ces fonctions forment un groupe conjugué pour 
la forme w. On a donc bien une identité de la forme 


w= pdx, +... + pndaen = P,dX, + ... + PrdXp. 


Addition au n° 42. — Etant donnée une forme linéaire », on a vu 
comment on pouvait, 4 l’aide des dérivées ow’, w”’, .,. obtenir des formes 
covartantes de ». On peut aussi obtenir des formes covariantes d’un 
systéme de formes linéaires. Si »,, 2, ..., ®p sont d’autres formes de 
Pfaff, il est clair que le produit symbolique 


wl(h)ayoo... OD, 


ou Vonah+pc— 1 est un covariant du systéme des forme », m1, 
.., @p. Si, par un changement de variables, », w,, ..., @) se chan- 
gent en de nouvelles formes 2, ,, ..., Q,, on a identiquement 


OCAO, ... Op = oo, .., Op. 


Si, par exemple, on a c=n,h+p=n—1, le produit symbolique 
w(2)o, ... op contient un seul terme en da, ... dan, et le coefficient de 
ce terme est un invariant relatif (Cf. G. Darsoux, Bulletin des Sciences 
Mathématiques, tome VI, 2¢ série, 1882, p. 4g). 


CHAPITRE V 


INVARIANTS INTEGRAUX (*) 


53. Définitions. Généralités. — Les invariants intégraux 
ont été considérés pour la premiére fois par H. Poincaré, quiena 
fait d’importantes applications 4 la Mécanique Céleste. La théorie 
des formes symboliques de différentielles permet d’établir de la 
fagon la plus naturelle les propriétés fondamentales de ces inya- 
riants. 

Considérons d’abord un systtme de trois équations différen- 
tielles 


dx d dz 
(1) Z 


X, Y, Z étant des fonctions de x, y, z. Pour faciliter les énoncés, 
nous supposerons que ces équations définissent le mouvement 
d’une molécule dans l’espace, la variable ¢ représentant le temps. 
La molécule qui, au temps ‘= 0, est en un point M, (2, yo, £9) est 
venue au temps ¢ en un point M;, de coordonnées (x, y, z), Lors- 
que le point M, décrit un certain domaine D, de l’espace, le point 
M; décrit un domaine correspondant Dy.’ Cela posé, soit 
F(a, y, 2) une fonction des variables x, y, 2; nous dirons que V’in- 


tégrale triple I= fff F(a, y, z)dxdydz est un invariant 


intégral du systéme (1) si la valeur de cette intégrale triple, éten- 
due au domaine Di, est égale 4 la méme intégrale étendue au 
domaine D,. Par exemple, si les équations (1) définissent le mou- 


(‘) Auteurs & consulter : 

H. Porncarns, Les Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste, tome Ill, en 
particulier le Chap, XXII. ; ; 

pr Donper, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (1g01-1902). 

E. Goursat, Journal de Mathématiques, tome IV, 6° Série, 1908. 

— Ibid., tome I, 7° Série, 1918. 

— Annales Scientifiques de la Faculté des Sciences de Toulouse, tome VII, Igtd. 
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vement d’un fluide incompressible, le volume du domaine D?# est 


Ponetntc et rintégrale fff dxdydz est un invariant intégral. 


On définit de la méme facon les invariants intégraux de lignes et 
de surfaces, Si le point M, décrit une ligne Ly ou une surface So, 
le point M; décrit une ligne Ly; ou une surface S;. Une intégrale 


curviligne 
[ote + bdy 4 vdz 


est un invariant intégral du systéme (1), si la valeur de cette inté- 
grale prise le long de la ligne L; est indépendante de ¢ et égale a 
la méme intégrale curviligne prise le long de Ly). De méme, une 
intégrale de surface 


[ [rayas + QOdsdx + Rdaxdy 


est un invariant intégral, si la valeur de cette intégrale étendue a 
la surface S; est indépendante de ¢. 

Ces définitions s’étendent aisément a un systeme d’un nombre 
quelconque d’équations différentielles 


(2) dx, dx, a Axp 


RAS ar oe eee 


nous supposerons que les fonctions X; sont uniformes et continues, 
ainsi que leurs dérivées partielles, et ne renferment pas le temps ¢. 
Nous appellerons ¢rajectoire toute multiplicité 4 une dimension I 
de l’espace a n dimensions représentée par les équations 


(3) 2, =f), 2=f,(t), -.-, H,=f,(Y); 


Sid), fol), -++ f(t) formant un systéme de solutions des équa- 
tions (2). De chaque point (,°, x,°, ..., x,°) de l’espace 4 n dimen- 
Sions part une trajectoire qui est décrite par le point (2, x, 
.+++, Z,) lorsque ¢ varie. 

La valeur initiale de ¢ étant supposée nulle, considérons dans 
espace & n dimensions une multiplicité quelconque & p dimen- 
sions E53 de chaque point (x,°, x,°, ..., x,°) de cette multiplicité 
part une trajectoire et, au bout du temps ¢, le point mobile est 
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venu en un point (a, x, ..., ©). Le lieu de ces différents points 


t 
Pr 


par point a la multiplicité E). Soit d’autre part » une forme sym- 


est une autre multiplicité 4 p dimensions E,,, qui correspond point 


bolique de degré p<n, 
(4) o=y AG; G5 ce. a,dx, dx, cc ERO 


Xp 


si intégrale multiple d’ordre p 


(5) ease 


a la méme valeur pour les deux multiplicités Ep et E; quel que 
soit ¢, Vintégrale I, est un invariant intégral d’ordre p du sys- 
téme (2). Le nombre p pouvant varier de 1 an, il y donc n espéces 
d’invariants intégraux. 

Il résulte des propriétés des formes symboliques de différen- 
tielles que tout invariant intégral se change en un invariant inté- 
gral quand on effectue un changement quelconque de variables. 


Soit en effet I= fo un invariant intégral du systéme (2) ; si l’on 
effectue sur ce systtme le changement de variables défini par les 
formules 

Li = Fi (Yar Yor o-+2 Yn)» (US 1 2s oy 2); 
ou les fonctions 9; ne renferment pas le temps ¢, la forme symboli- 


‘que » se change en une nouvelle forme symbolique a, et le sys- 
téme (2) lui-méme est remplacé par un systeme de méme espéce 


; dy us dy fom ie: dyn it 
(2') BV oe Yo — «ee y, =, 


Givi, \¢.0.,<8) 4 sant. des. fonctions de Y;,572, ¢--, Y,, ne renfer- 
mant pas la variable ¢. Il est clair, d’aprés la définition méme 


d’un invariant intégral, que l’intégrale Nee est un invariant 
intégral pour le nouveau systeme (2’). 


De tout invariant intégral I= fo du systéme (2), on déduit 


. ° . 5 , 7m. - \ hoe 
un nouvel invariant intégral t= fo du méme systéme, w' étant 


la forme dérivée de ». Supposons en effet la forme w de degré p, 
G, Prob. 14 
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et soit Boy une multiplicité & p+ 1 dimensions de lespace an 


dimensions. De tout point (x,°, 7°, ..., £,°) de cette multiplicité 
part une trajectoire, et le point qui, pour ¢=o, coincide avec le 
point (a,°, 25°, ..., %,°) est venu au temps ¢ en un point de coor- 
i . t 5 : y 
données (x, 22, ..., L,). Soit E44 le lieu de ce point (x, ..., ;,) 
F Beas ee ee 
lorsque le point (x,°, ..., ~,°) décrit la multiplicité E,.4. Ces 
deux multiplicités Boi et Boi sont limitées par deux multipli- 
Rite Bento d 0 ar ‘ 
cités fermées & p dimensions &) et &» qui se correspondent point 
. « Oe ethene ft A ; 
par point comme les multiplicités Bod et E,,, elles-mémes. 


Or les deux intégrales fo étendues aux deux multiplicités 


cw 


0 t t é respectivement, d’aprés la formule de 
Eni et Boas sont égales I E p 
Stokes généralisée, aux deuxintégrates [ »,étendues aus deux mul- 


. Spe, 0 t A = 
tiplicités &,, &p, et par conséquent ont la méme valeur. De tout inva- 


riantintégral d’ordre p du systéme (2) on peut donc déduire, par des 
différentiations seulement, un nouvel invariant d’ordre p+1 du 


méme systéme. Si on représente par I, invariant intégral fw, on 


représentera par iat Vinvariant intégral fe et j’appellerai 
Vopération par laquelle on passe.de Ip) a ikea, Vopération (D). 
Cette opération appliquée & un invariant fe conduit a un résul- 


tat identiquement nul, et par conséquent on ne peut déduire de 
cette fagon d’un invariant I, qu’un seul invariant nouveau, et seu- 
lement lorsque la forme w n’est pas elle-méme une forme dérivée. 


Remarques. — 1° H. Poincaré a aussi considéré des invariants 
intégraux d’une autre espéce, tels que - 


ab \/ b(x;, dxi), 


 étant une veritable forme algébrique d’ordre m par rapport aux 
différentielles, et non plus une forme symbolique. Ils se définissent 
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comme les invariants intégraux du premier ordre f YAvd, 


dont ils sont une généralisation naturelle. 


2° Il est évident que, dans la définition d’un invariant intégral, 
Vhypothése que les fonctions X; ne renferment pas le temps n’a 
rien d’essentiel. Dans la suite, A moins de mentjon expresse, nous 
supposerons les X; indépendants de f. 


3° Au premier abord, il semble que la notion d’invariant intégral 
est tout a fait distincte de celle d’intégrale premiére. Cependant les 
deux notions peuvent se rattacher l’une a l’autre par un passage ala 
limite. Il suffit pour cela de considérer les trajectoires issues de plu- 
sieurs points dont on fera grandir ensuite le nombre indéfiniment de 
fagon a ce qu’ils forment une multiplicité A une ou plusieurs dimen- 
sions. On est ainsi conduit 4 un systéme d’équations linéaires, appelé 
par H. Poincaré éguations aux variations, dont il a déduit les propriétés 
des invariants intégraux. Nous ne nous servirons pas dans la suite de 
cette interprétation (‘). 


54. Invariants relatifs. — Les invariants intégraux que nous 
venons de définir, ou les domaines Ep et E, ne sont assujettis a 


aucune restriction, sont des invariants absolus. Il existe aussi des 
intégrales fe qui ne possédent la propriété d’invariance que si 


les domaines En E; sont des domaines fermés. De tels inva- 
riants ont été appelés par H. Poincaré invariants relatifs ; nous 
les désignerons par la lettre J. Il est clair qu’on obtient un inva- 
riant relatif en ajoutant a un inyariant absolu une intégrale de dif- 
férentielle totale symbolique quelconque, puisque cette intégrale 
étendue A une multiplicité fermée est nulle. Réciproquement, on 
démontrera au paragraphe suivant que tous les invariants relatifs 
s’obtiennent de cette fagon. 


‘Soit J,= feo un invariant relatif, » étant une forme symboli- 
que de degré p, qui n’est pas une différentielle totale ; ’intégrale 


fe est un invariant absolu dordre p + 1. En effet, les valeurs 


() Voir aussi le Traité de Mécanique de M. Appell (tome II, p, 450), 
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reas f 2 as 0 t re 
de l’intégrale fe étendue aux deux domaines E,,4, E,44, deéfi- 


nis précédemment, sont égales respectivement aux deux valeurs de 
o° ’ r . & Bera 4 Fs g° gt 
Vintégrale | o, étendue aux deux multiplicités fermées Sp, &p, 
Bea 6 0 t eae : 
qui limitent les deux domaines E,+4, E,14, et ces deux intégrales 


sont égales, puisque fe est un invariant relatif. 
L’opération (D) appliquée 4 un invariant relatif J,, qui n’est pas 
une intégrale de différentielle totale symbolique, conduit donc 


aussi 4 un invariant absolu J, , , d’ordre p + 1. 
Le raisonnement qui précéde conduit aussi a la conclusion 


suivante: Pour qu’une integrale fo. qui nest pas un invariant 


; 
absolu, soit un invariant relatif, il faut et tl suf fit que fe soit 
un invariant absolu. 

Réciproquement, si fe est un invariant absolu, fe est un 
invariant relatif ou un invariant absolu. On verra, au paragraphe 


suivant, que l’on peut toujours ajouter a w, et d’une infinité de 
maniéres, une différentielle totale symbolique w, d’ordre p, de 


fagon que sf (m + ) soit un invariant absolu. 


55. Existence des invariants intégraux. Forms canoni- 
que. — Le systéme d’équations différentielles (2) peut étre ramené 
4 une forme canonique par un changement de variables. Soient/,, 
Soy +++ fn, un systéme de (n — 1) intégrales distinctes de l’équa- 
tion du premier ordre : 


Seay eo pit Meise a 
NG S22 us + X, Sees +...+X, ee ae 
le systeme (2) admet les n — 1 intégrales premiéres 


ie he Saf pe ps Cs Aas 


et une derniére intégrale de la forme 


t =f, sie Ge 
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la fonction f,, ne dépendant, comme les premiéres, que des varia- 
bles 2, 5, ..., %,. Cela posé, si l’on prend un nouveau systéme 
dinconnues y,—= fy; «> Yai —=Sner, Z—=fy le systéme (2) se 
change en un nouveau systéme de n équations différentielles dont 
lintégrale générale est représentée par les formules 


y= Gi, Fy inh Tey Ge is s=t+C,; 


ce systéme a donc la forme simple suivante, que nous appellerons 
forme canonique 

(6) ye Yan: oS ea pea 

i) oO Oo I 

Il est d’ailleurs évident que le systéme (2) peut étre mis sous 
forme canonique d’une infinité de maniéres. ‘ 

Kn effet, le systéme (6) ne change pas de forme quand on prend 
pour nouvelles inconnues n — 1 fonctions distinctes 9,(7,,..-; Y¥,—4) 
des inconnues yi, et qu’on remplace g par ¢+ Y(y,, ..., Yn—1)s 
Y étant une fonction arbitraire. 


Cela étant, soit I= fo un invariant intégral absolu d’ordre pdu 


systéme (2); apres le changement de variables qui vient d’étre 
défini, la forme » se change en une forme symbolique o des diffé- 
rentielles dy,, ..., dy, ,, dz dont les coefficients sont fonctions 


des y; et de zg. L’intégrale { @ est un invariant intégral pour le sys- 


nN 


téme canonique (6) Il est facile de trouver a quelles conditions 
doit satisfaire la forme w pour qu'il en soit ainsi. Soient E, un 
domaine & p dimensions de l’espace a n dimensions (y,, Yo, «--, 
ape ia 2) et Ep le domaine que l’on déduit du premier en aug- 


mentant les coordonnées g de tous ses points d’une méme quan- 
tité ¢, sans changer les autres coordonnées. Pour que les valeurs 


ad 
de Vintégrale J a, étendue 4 ces deux domaines, soient égales 


quel que soit ¢, il faut et il suffit que la forme symbolique @ ne 
change pas quand on change z en z + C, quelle que soit la con- 
stante C, ce qui aura lieu si les coefficients de cette forme ne 
dépendent pas de g et dans ce cas seulement. Donc, pour que Vin- 
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tegrale fe soit un invariant intégral absolu du systéme cano- 


nique (6), il faut et il suffit que les coefficients de la forme a 


soient indépendants de z. 

De tout invariant intégral absolu du systéme canonique (6) on 
déduira inversement un invariant intégral absolu du systéme (2), 
en reyenant aux inconnues primitives 2, 2, ..., X,. Il existe 
done une infinité d’invariants intégraux absolus de tous les 
degrés (de 1 &n) pour un systéme quelcongue de n équations 
différentielles (2). On peut écrire explicitement les expressions 
générales de ces invariants, si l’on peut ramener le systeme a une 
forme canonique, c’est-d-dire si l’on connait lintégrale générale 
de ce systeme. 

A tout invariant intégral relatif du systeme canonique corres- 
pond de méme un invariant intégral relatif du systeme (2). Il est 
facile d’avoir l’expression générale des invariants intégraux relatifs 


du systeme canonique (6). Soit en effet Je a un invariant 


intégral relatif de ce systeme; lintégrale fe est un invariant 


abSolu du méme systéme (n° 54) et par suite les coefficients de la 
forme o' ne dépendent pas de z. On peut donc écrire w' = w, + apdz, 
a, et a, étant deux formes symboliques de degré p + 1 et p respec- 
tivement, si o est de degré p, qui ne contiennent ni z, ni dg. Or, 
on doit avoir wo, + o',dz =o, et par suiteo’', =a’, =0. On 
peut done trouver deux autres formes Q, et Q,, de degrés p et 
p—1t respectivement, ne renfermant ni z, ni dz, et telles que l’on 
ait Q', =a, 2’, =a, (ne 26). Sil’on pose R= Q, 4 Q,dz, Vintégrale 


fe est un invariant intégral absolu du systeme (6), et l’on a 


Q’—=o'. La différence s—Q est donc une différentielle totale sym- 
bolique, et par suite tout invariant intégral relatif est la somme 
@un invariant integral absolu et dune intégrale de différentielle 
totale symbolique. 

Il est clair que cette décomposition d’un invariant relatif peut 
étre effectuée d’une infinité de maniéres, car on peut toujours ajou- 
ter 4 un invariant absolu une intégrale de différentielle totale qui 
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soit elle-méme un inyariant absolu, et il existe évidemment une 
infinité d’invariants absolus de cette espece. 


Les invariants intégraux du systtme canonique (6), qui sont de 


la forme 
ME) ia Li ee ee, 
[Vey £3; dyi, dz), 


sobtiennent de méme en prenant pour ® une forme algébrique de 
degré m par rapport aux différentielles dy;, dz, dont les coeffi- 
cients sont indépendants de g. 


Remarque I. — Connaissant r intégrales premiéres distinctes 
Jin fe) ++) fr indépendantes de ¢ du systéme (2) (r<n — 1), on 
peut en déduire des invariants intégraux de ce systtme. Soit en 
effet o( fi, dfi) une forme symbolique des différentielles df, dfs, 

., Ufr, dont les coefficients ne dépendent que de /,, fo, ..». fr. 


LPintégrale fe est un tnvariant intégral des équations (2). Ul 
suffit d’observer qu’avec un systéme de variables canoniques y,, 
AS, Yn—1» 2, cette intégrale séerirat fo, laformesymbolique o 
ne renfermant que les variables y,, y2, -.., yr et leurs différentiel- 
les. Par exemple, si fest une intégrale premiére des équations (2), 


fa est un invariant intégral absolu. Il est facile de le vérifier. 


Soit [, un arc de courbe joignant deux points Ay, By, de l’espace 
an dimensions au temps to; au temps ¢, les points Ay, B, sont 
venus en deux points A, B, et l’are [) est venu coincider avec un 
arc joignant les deux points A et B. On a bien 


sf df =fr—fr=f.—Lu= [¥ 
AB AgBy 
Les invariants intégraux de cette espéce seront étudiés ea, loin 
(n° 60). 
Remarque II, — Une intégrale f df peut étre un invariant 


intégral, sans que f= CG soit une intégrale premiére du systeme. 
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Par exemple, pour le systeme canonique (0), f de est un invariant 


intégral, sans que g—=C soit une intégrale premiére. D’une fagon 


générale, pour que fa soit un invariant intégral du systeme 
canonique (6), il faut et il suffit que / soit de la forme 
f=Cz a (Y 1» RUE) Yasue) 


C étant une constante queleonque, 9 une fonction arbitraire de 


Yar Yor 2-9 Yn (Chem 63). 


56. Relations entre les coefficients d’un invariant. — 
Etant donnés un systéme différentiel de la forme (2) ou les fonc- 
tions X; ne dépendent pas de ¢, et une forme symbolique de 
degré p en dx,,dx,,...,dx,, dont les coefficients ne dépendent pas 
non plus de ¢, nous nous proposons de rechercher les conditions 
auxquelles doivent satisfaire les coefficients de cette forme pour 


que fo soit un invariant integral absolu. Considérons, comme 


au n° 58, un domaine variable Ep de l’espace 4 n dimensions, et 


soit [,(¢) la valeur de lintégrale fe étendue a ce domaine. Pour 


que i ® soit un invariant intégral, il faut et il suffit que lon ait 


dl ¢ : 
ae =o. Or cette dérivée peut se calculer par les régles habituelles 


de différentiation,sous le signe intégral Nous supposerons pour 
cela que l’on donne a¢ un accroissemeut 6/, et nous calculerons la 
partie principale de la différence I,(¢ + 6¢) —I,(4), en regardant 6¢ 
comme l’infiniment petit principal. Soient (a, x, ..., x,) les 
coordonnées d’un point quelconque de la multiplicité Eps et 
(Yi> Yor «++) Yn) les coordonnées du point correspondant de la mul- 


tiplicité Benet ;ona 
Yi = LN, (Die Le wan Ol | ates (=a eet 


les termes non écrits étant infiniment petits d’ordre supérieur au 
premier en d¢. Ecrivons les deux intégrales I,(¢), I,(f + 8¢) sous 
forme explicite, en exprimant les coordonnées d’un point quel- 
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conque de E, et de Bete au moyen de p variables auxiliaires 


Wj eils, oak tl 


BS° 


Ox O86; 
ea ees a setae Oe Be Ally, 


: oY oy 
Let f Shoe. Xp Pies. Pd, -:. da, ; 


ou, Op 


dans ces formules, les sommations sont étendues a tous les arran- 


gements p a p des indices (n° 22); NaS w, “designe ce que 
wae 


devient aS aeee ce quand on y remplace x; par yi, et les deux inté- 
grales sont étendues 2 un méme domaine de l’espace a p dimen- 
sions, 
Oy o 
Soit A’ ees Ste "8p 
B18. bic Bn Ou, ou 


un terme quelconque de la 


seconde intégrale; on a, en n’écrivant pas les termes infiniment 
petits d’ordre supérieur au premier, 


A’G.By Bp = NOiBo ... Bp + X(ABiBe ... Bp) EF 


ou l’on a posé 


of Q 
X(f)= Xi sz, + Xns 
ny] Ix oxX 
48, aed ze > By alr 
dU, ou = Wh dU, Wee. 
OL ox 
IB, Bo Pury, B2 Xe 
0Uy Us ie OL due , 
ny; ox OX 
WB Bo Gay v bp 2k 
Wp Up fed IL IUy 
ox os oD, 
ici : -...—— 6¢ dans la nou- 
Cherchons le coefficient de ee oak PA 


velle intégrale. Pour que le produit 


24g, Ye, . Ye, 


' a 
A'G By... Badu, Ie Uy 
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donne un terme de cette espéce, deux hypothéses sont possibles et 


deux seulement : 


1° On peut avoir 6, = %1, Bo = 4%, ..., Bp, = %, ce qui donne le 
produit 
ts se aL, 
1 Pe a : p St 
x (Ags wa ap) dU, Ole dy Z 


2° On obtient encore un produit de la forme voulue en suppo- 
sant que toutes les égalités 8; =; sont vérifiées, sauf une seuie. 


Si, par exemple, Omer: b, a Bi—4 te Ci44 = O41, 
6,, =«,, 0 étant quelconque, on ale produit partiel 
: IXg, Ix ox 
Ate set Eg aE, 
@, ... @—4 Piei44 ... Mp de, dUy Op. 2 
E ti 


et la somme des produits ainsi obtenus en faisant varier 6; peut 
s écrire 
Xp ay rx, 


A : —— 
> 1... Hi—1 AGIA 1. MIG dU, dp 
h a 


‘Comme l’indice variable 8; peut remplacer l’un quelconque des 


indices «,, %, ...,4,, on voit qu’en définitive le coefficient de 


+5 Sins 
on ns 61 

Mal Gp 
ou ou 


d¢ dans l’intégrale I (¢ + 6¢) a pour expression 
‘p 


(7) Bi ee fon Aoas x (Aries the ap) 


IXh IXh IXh 
+3} Anes... hyp 22 oF Ae ho tty OL eet T+ Ag ay ep th 0x 
h 1 2 ay 


Quand on permute les indices «,, «,, ..., 4,, on voit aisément 


pp? 
> s . 
que l’expression B, aw, He change pas, ou change de signe, 


suivant que la nouvelle permutation est de méme classe que la 
premiere ou de classe différente. 


se: . ‘ = 
a dérivée est donc représentée par une intégrale définie 


étendue au domaine Ep, 


am 


a-dire que tous les coefficients Ben 
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ou © est la nouvelle forme symbolique 


(9) fey Ban padup de ide 


>’ 
op 


les coefficients ae ea a étant donnés par les relations (7). 


Ces formules peuvent étre résumées dans la régle suivante, qui 
permet de calculer trés simplement la forme © : on remplace dans 
» chaque coefficient. Ain...cpar X \Aix...i), et @ la forme ainsi 
obtenue on ajoute la somme des monomes que l'on déeduit de » en 
remplacant successivement dans chaque terme de » une quelcon- 
que des différentielles dx; qui y figurent par dX;. 


Pour que I, soit un invariant intégral absolu, il faudra que Vinté- 
grale fo soit nulle, quel que soit le domaine d’intégration, c’est- 


soient nuls, et ces condi- 
p 


tions sont évidemment suffisantes. Donc, pour que l’intégrale 


(10) f Dee ioe dx, dx, ai dx, 


soit un invariant intégral absolu, il faut et il suffit que Von ait, 
pour toutes les combinaisons @indices p a p, les relations 


. & 


n 
IXh 
Mae (nae <i 2) ah ys A hog ST a 
R=t se. 
OXA IXn fd exe 
a iy Rene ADO a tte Co Helge baat 
a a 


Pour que l’intégrale (10) soit un invariant intégral relatif, il 


faudra que Vintégrale fe soit un invariant absolu. On obtiendra 


les mémes conditions en écrivant que l’intégrale fo, étendue a 
s 
une multiplicité fermée quelconque, est nulle, cest-a-dire que 
lon a o! = o identiquement ('). 
(‘) La recherche des invariants intégraux se rattache & la théorie des 


transformations infinitésimales. Considérons X(f) comme le symbole d’une 
transformation infinitésimale, 4 un invariant intégral du systeme (2) corres- 
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Le systéme (2) étant donné, les fonctions X; sont connues et 
les C? coefficients Agia, ... «, de la forme » doivent vérifier les Cf 
équations du premier ordre (11), qui constituent un systeme nor- 
mal (Lecons, n° 1). Ces équations admettent done une infinité 
d’intégrales, ce qui est bien d’accord avec les résultats du para- 
_graphe précédent. Comme vérification, sile systéme (2) a la forme 


. . ‘4 ro — 
canonique, on doit prendre X,=X,—=...=X,_,=0, X,=1, 


ee +++ Zp 


et les équations (11) se réduisent a Tiss 

Remarque. — Si les fonctions X; dépendent de ¢, les coefficients 
de  étant indépendants de ¢, le calcul précédent s’applique sans 
modifications, et on obtient les mémes conditions (11) pour expri- 


mer que fo est un invariant intégral. Au contraire, si les coeffi- 


cients de » dépendent aussi de ¢, on voit aisément qu'il faudra 
ajouter des termes renfermant les dérivées de ces coefficients par 
rapport af. 


Il est A remarquer que les équations (11) n’admettent pas toujours 
d’intégrales indépendantes de /, lorsque les fonctions X; dépendent def. 
Par exemple, le systéme 

dx, dx» 


= == 0h) 
t eh1X2 


n’admet pas d invariant integral de la forme fFdxdxs, F étant indé- 


pond une forme symbolique « admettant la transformation infinitésimale 
X(f) et réciproguement. La forme » étant donnée, la recherche des systémes 


d’équations différentielles pour lesquels fo est un invariant intégral revient 


ala recherche des transformations infinitésimales qu’admet cette forme w, 
Les transformations finies, par lesquelles une forme @ se change en elle- 
méme, forment évidemment un groupe, d’ordre fini ou infini, et la question 
est liée a la théorie des groupes, qui est en dehors du plan de cet ouvrage. 

On connait depuis longtemps un certain nombre d’intégrales, dans le plan 
ou dans espace, ayant une signification géométrique simple, qui conservent 
la méme valetr pour toutes les transformations d’un groupe, tel que le 
groupe des mouvements, Ce sont sans doute les premiers exemples connus 
invariants intégraux. Par exemple, quand tous les coefficients de » sont con- 
stants, la forme © sera identiquement nulle, si les fonctions X; se réduisent 


a des constantes, Le groupe correspondant se compose des translations de 
Vespace 4 m dimensions. 
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pendant de ¢, car le systéme (11) se compose dans ce cas d’une seule 
équation 


o 3. 
2 (68) +2 (erp) =o, 


2 
’ 


et conduit 4 deux équations distinctes n’admettant que la solution 
banale F=o0, 


57. Invariants d’ordre n et n — 1. — Un invariant intégral 
dordre n 


ee f Fe. Lager, Ones. «AL 


dépend d’un seul coefficient F; la forme se compose d’un seul 
terme, et, en égalant le coefficient 4 zéro, on obtient une seule équa- 
tion 


X(F)+ VE ees 


oO; 
Lh 
h=4 


que l’on peut encore écrire 
so OGF) + (GF) +... + (KF) =e 
aa," pace Se ey Sin ea gals 


Or cette équation exprime que F est un multiplicateur pour le sys- 
téme (2), ce qui nous conduit 4 un théoréme de H. Poincaré. 


Pour que lintégrale [ree ... dx, soit un invariant inté- 


gral du systéme (2), il faut et il suffit que F soit un multiplica- 
teur de ce systéme. — 
Avec un systéme de variables canoniques (41, Y2, -+ +5 Yn—1) 2), 


un inyariant intégral est de la forme fray ee Les yes 


étant une fonction arbitraire de y,, Ys, --; Y,—4, Indépendante 
de z. Les propriétés classiques du multiplicateur s’en déduisent 
bien aisément. 

Un forme » de degré n en da,, dx,, ..., dx, est toujours une 
forme dérivée; par conséquent, tout invariant intégral d’ordre n 
peut étre déduit d’une infinité de maniéres, par l’opération (D), 
Wun invariant intégral d’ordre n—1 (n° 54), et tous ces inva- 
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riants intégraux d’ordre n —1 ne different que par une intégrale 
de différentielle totale. 

Inversement, H. Poincaré’a indiqué une méthode qui sera géné- 
ralisée plus loin (n° 61), permettant de déduire d’un-inyariant 
intégral d’ordre n un invariant intégral d’ordre n—1. Il suffit 
pour cela d’interpréter les résultats du n° 29 dans la théorie des 
invariants intégraux. Supposons que les dénominateurs X; des 
équations (2) ne renferment pas f, et soit Q, , la forme symboli- 
que de degré n — 1 


Om 9 = X day. ar Ae NO Sins OL 02) Pe rarertoh OO pa koe, 


ot! on ne prend que des signes + sin est impair, tandis que l’on 
prend alternativement le signe + et le signe — lorsque n est 
pair. On a 

OSS Of Nf AD oe re Oy 


de sorte que toute intégrale de l’équation X(/)— 0 est aussi une 


intégrale de Péquation 2, ,df=o, et réciproquement. Avec un 


systeme de variables canoniques (Y,, Yo, ++» Yn—s> 2), la forme Q,_, 
sera divisible par dy,dy, ... dy, _,, et lon aura 


Ota Kdy, dy, ede 
K pouvant étre une fonction quelconque de y,, ..., y,, 4, 2- En 


général ip Q,_, ne sera pas un inyariant intégral du systéme (2) ; 


¥ 


pour que fro, soit un invariant intégral de ce systéme, il 


faut et il suffit que le produit MK soit indépendant de z, ou, ce 
qui revient au méme, que MQ, _, soit une forme dérivée. Ceci exige 
que l’on ait 


OMX)» 4 (MX) 


On, Ln 


cest-a-dire que M soit un multiplicateur, De tout multiplica- 
teur M du systéme (2), on déduit donc un invariant intégral 


d ordre n—t de ce sysleme, foe, 


4° 


J] est & remarquer que quand on change le multiplicateur M, la 
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forme sous le signe intégral a tous ses coefficients multipliés par 
un méme facteur. Les invariants intégraux d’ordre n —1 que l’on 
obtient ainsi ne sont pas les plus généraux de cet ordre; nous 
venons de remarquer en effet que la forme MQ,,_, s’exprime uni- 
quement au moyen de y,, ..., y,__, et de leurs dérivées; elle ne 
renferme ni z, ni dg (voir plus loin, n° 60). 

Considérons maintenant une forme quelconque de degré n — 1 
que nous écrirons 


OP iO re AOC A Ts os CIEL, os 
PAZ D) Va Pn = oy 
avec des signes + seulement sin est impair, et le signe + et le 
signe — alternativement si n est pair. 


La forme © correspondante (page 219) a pour expression 


a= X(Aj)dx,...dx,+... + X(A,)dede,...de,_, 
+ A, (dX,dx,... dx, +, dx,dX,-... dx, + +..] 
+ A,[dX, .-.dx,dx, + dx,dX,... dx + :..| 


a A OX das 2. 3d, dvix, «6 AL 


+o] 

et le coefficient de dx,dx, ... dx,, par exemple, est égal a 
X(A,) — A(X,) + A,H, 

ou l’on a posé. 

nh 


nr 
2 Xi 
A() =A Hes 
Nes 


hand 50; 


° t= ~ 
et les autres coefficients ont des expressions analogues. En écrivant 
que tous ces coefficients sont nuls, on voit que les conditions néces- 
saires et suf fisantes pour que foe soit un invariant intégral 
expriment que Von a identiquement 
(12) X(A(f)) —A(X(/) + HAT) =o, 


quelle que soit la fonction f. 
Cette remarque est due & M. Keenigs(‘), quien a déduit des 


(‘) G. Kosntas, Sur les invariants intégraux (Comptes-rendus de l’Académie 
des Sciences, t. CXXII, p. 25, 6 janyier 1896), 
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conséquences intéressantes sur lesquelles on reviendra plus loin 
(n° 59). On voit immédiatement que, si la condition (12) est vérl- 
fide, les deux équations X(f/)=o0, A(f)=o, forment un systeme 
complet, lorsqu’elles ne sont pas identiques. On peut aller plus 
loin en observant que les deux équations 


(2) X(f') = 0, A(f) + Mf= 0, 


oA, An 
or, TE Tet se Onley, 
tion (Legons n° 18). En effet, il faut et il suffit pour cela que la 


relation 


ou M= , forment aussi un systeme en involu- 


X(A(f) + Mf) — A(X(f)) — MX(/) = 0, 


soit une conséquence des premiéres. En tenant compte de la con- 
dition (12), cette relation devient 


X(M)f— HA(f)= { X(M) + HM} f=o. 


Or la relation X(M)-+ HM =o exprime que M est un multiplica- 
teur, ce qui est bien exact, puisque la forme dérivée de w, _, est 


Maachaw.. 5 dee 
On obtient le systeme («) en cherchant les intégrales de l’équa- 
tion X(/)—=o0, qui sont en méme temps des multiplicateurs pour 


la forme w On a en effet 


m—i° 


CaS Of Oe f= [A(/) Mf |dzx, Bat) Neb 


les équations X(/)=o, A(/)=o0 s’obtiennent de méme en cher- 
chant les intégrales de X(f) =o qui satisfont aussi a la relation 
o, ,df =o. On peut donc énoncer le résultat suivant: Si ’intégrale 


fos est un invariant intégral, les équations linéaires 


(he So X70 


forment un systéme en involution, et par conséquent les équations 
o, 4df=o, X(f)=0 forment un systéme complet d’équations 
linéaires et homogeénes. 

Ce résultat pouvait tre prévu a priori, et il est facile de le véri- 
fier si le systéme (2) a été ramené a la forme canonique (6). Avec 
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les variables canoniques (y1, Yo, ---5 Yn—as z), la forme o, 4, qui 
figure dans un invariant intégral d’ordre n —1, s’écrit en effet 


My See = Bp 2A, 


@,_, eto,» étant des formes de degré n — 1 et n — 2 respective- 
ment, qui ne renferment que les variables y,, ..., y,_4, et leurs 


différentielles, tandis que l’équation X(f/)—=o se réduit ao. 


Si f est une fonction quelconque de y1, Ye, ---, Yn—4, 00 a identi- 
quementa,_,df—=o,(o,_,/)’=0, et par suite (wo, _, f)'=(u,_»f)/dz. 
Toute intégrale de I’équation linéaire du premier ordre («,_, f)'=o, 
indépendante de z, est done un multiplicateur pour w,_,. On voit 


of 


=o admettent 
or 


de méme que les deux équations w, ,df=o, 
n— 2 intégrales communes distinctes. 
Remarque. — Nous avons supposé que les deux équations 
X(f)=0, A(/) =o sont distinctes, c’est-a-dire que tous les rap- 
Aj s . , 
ee sont pas égaux. Si tous ces rapports sont égaux, on a 


Sate e _, étant la forme définie plus haut, A(/) = KX(/), 
a la condition ae devient 


nm—19 


X(K) + HK=o0; 


elle exprime que K est un multiplicateur pour le systeme (2), et 
nous retrouvons les invariants intégraux I,_, considérés tout 


d’abord. 


58. Invariants du premier ordre. — Soit 
w= A,da,+...+A,dx,, 


une forme de Pfaff dont les coefficients A; sont des fonctions des n 


variables x,, 2, ..-, L,, indépendantes de ¢. Pour que l’intégrale 


n 
L= fo soit un invariant intégral absolu du systeme (2), les coef- 


ficients A; doivent satisfaire aux n relations 


we 


a yok Ans eh (at F487) 


G. Prob. 15 


226 LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


que l’on peut établir directement, ou qui se déduisent des condi-: 
tions générales (11), quand on y suppose p=1. 
Ces conditions permettent de vérifier facilement que 


ASA ae ee eee te 


est une intégrale premiére du systéme (2), théoreme di aussi a 
H. Poincaré, et qui sera rattaché plus tard 4 une proposition plus 
générale (n° 68). é 

Lorsque Vinvariant intégral a été ramené a une forme canoni- 
que, les conditions (13) prennent une forme simple, qui conduit a 
un élégant théoreme di a M. Keenigs (+). Supposons d’abord que 
la forme » soit de classe impaire 2p + 1<7n; si l’ona pris un sys- 
temo: dewvariablesty, Gases Gps fay) Sere ta Spray ess ee 
(2p + ¢+1=n7) tel que  prenne la forme canonique 


w= 2,dy,+ ..: +2,dy,+dy, 
le systéme (2) est remplacé par un systéme équivalent 


(14) dy dys yp dey dey dy __e 
Wipe Yio ha EA a ee 

ou Y, Y,,...,Y¥p,Z,, -.-,Zp, U,, ..., Ug sont des fonctions des varia- 

bles y, yi, Zp, ux et de ft. 
Pour exprimer que Vintégrale 


(19) L, = f sly ... + 2,dy, + dy 


est un invariant intégral (?) absolu du systeme (14), observons que 
la forme © qui figure dans l’expression de la dérivée 
dl, 


Pr cate 


prend dans ce cas une forme particuliérement simple 


Q=dY.+:Z,dy, + ... ay, dyn ce ee cet wae ae ed Ye 


(‘) Comptes Rendus, tome CXXI, p. 875, 9 décembre 1895. 

(?) La liaison entre ce. probleme et la recherche des transformations de 
contact infinitésimales est éyidente (voir Sopuus Lin, Theorie der Transfor- 
mationsgruppen, tome II). 
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Pour que I, soit un invariant intégral, les fonctions Y, Yj, Zz 
doivent donc vérifier les n relations 


Pp P 
OY IYR oY dYR 
TR ek eri a erg 
(16) B= k=1 
p Pp 
oY dYR oY dYR 
» peak aay ae Tha 
i Y ak h 


(Te ny titans. Pay (== 1 4925-sag Qs 


=0, 


On satisfait d’une fagon trés élégante 4 ces conditions en intro- 
duisant la fonction auxiliaire. 


(17) H= > 22x -+ Y; 
Rk 


les 2p équations qui suivent la premiére deviennent 


SH ein te LL 
Ok are 


(18) 


Qn a ensuite 


‘ dH 
Y=H— > 4 oz p , 
Rk 


et, en substituant ces expressions dans la premiére et dans les ¢ 
derniéres relations (16), elles deviennent 


(19) ee pa (ia young), 


‘ Le systéme (14) est donc de la forme 


dyi ‘oH sae er le| 
20) TIRE Saree Br 
dy ae 0H 
(21) eee acres 
He dug 
(22) aU vy Gp = Up 


H étant une fonction quelconque de y,,..., Yp, 24,+++) Zp et de Zt, ne 
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renfermant pas les variables y, W,, ..., Ug, et les fonctions U, 
étant arbitraires. Ce systéme (14) est donc ramené au systeme 
canonique (20) suivi des équations (21) et (22). En particulier, si 
n=2p +1, lesystéme (22) disparait. 

Lorsque la forme » est de classe 2p, on peut de méme choisir 
2p + g =n variables de facon que V invariant I, ait la forme cano- 


nique 


lias [say + ...4+ 2,dY,, 


le systeme d’équations différentielles (14) étant remplacé par le sui- 


vant 


rh uated Op mee Cad ty dzp du, dug 
(1h') Ys ee Yn if = a ——— Zp U; ee at dt, 


les dénominateurs Y;, Zy, Un étant des fonctions des variables yi, 
eee : DNV om 6, ; : 
Zp, un et de ¢. Pour obtenir l’expression de ra , il est inutile de 


recommencer le calcul ; il suffit évidemment de supprimer ‘les 
termes qui renferment Y et y dans l’expression obtenue plus haut. 
Les conditions (16) sont alors remplacées par les suivantes 


y= dYi Osi 
fever! Yi t 


ap ; \ dYR Tale OF dYz 
(16') Li Zk ==, > =='05 De =) 
k h 
(Wie Ty Seat Sent D)y. | Witt =—alnge Oto ae 1a 


P 
Si Pon pose H = a grYk, elles deviennent 


[jeu 
oH 7. 0H 0H 
i Zi, ee — =—0 
Yi 02% 7 0h 


Le systéme (14')se compose donc encore d’un systeme canonique 
de 2p équations 


dyi-__ 0H dzj 0H 
Vine Bap? TE dyi ’ 


et d’un systeme de g équations 


duh 
TU (A=, 2s veey q)> 


—. 
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ou les U, sont quelconques. La fonction H ne dépend que des 2p 
variables y;, zi, et vérifie la relation 


5) . A . ’ 
cest done une fonction homogéne et du premier degré des 3;. 

Du théoréme de M. Keenigs on déduit trés aisément un impor- 
tant théoreme de H. Poincaré. Considérons un systéme canonique 
quelconque 

dyi _ 0H dzi oH 


(23) dian? ee TCT (G=315 3, ss" D)), 


ou H est une fonction arbitraire des y;, des z;, et det. Si on lui 
adjoint l’équation 


dy oH 
=) Wie ere 


nous venons de voir que l’intégrale 


feta. t eed + + + 2,dy, + dy 


est un invariant intégral absolu du systéme formé par les équa- 
tions (23) et (24). On en déduit que l’intégrale obtenue par l’opéra- 
tion (D) (n° 54) 


is = | dyad, + dy,dz,+...+dy,dz, 


est aussi un invariant intégral du méme systéme, et, comme la 
variable y ne figure, ni dans Vinvariant I,, ni dans les équations 
(23), on en conclut que I, est un invariant intégral pour le systéme 
canonique (Cf. n° 62). 


59. Composition des invariants intégraux. — Si les deux 


intégrales fo fo ou » et w sont deux formes symboliques du 


méme degré,sont des invariants intégraux d’un systéme d’équations 
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différentielles, ilest clair que Fintégrale f Co-+C's est un invariant 


intégral du méme syst?me, quelles que soient les constantes CHGe 


Connaissant deux invariants de degrés queleonques, fo”, f 
x 


du méme systime, on peut en déduire un nouvel invariant par une 
multiplication symbolique. 

Supposons d’abord que les dénominateurs X; du systéme d’équa- 
tions différentielles 


4 ax, cies dxs a a day 
(25) Ci a 


ne dépendent pas de ¢. On peut alors, par un changement de varia- 
bles portant uniquement sur les variables 2;, ramener ce systeme a 
une forme canonique 


(26) OY) oe Ua ee eed ee Oey, 


oO O oO iF 


Soient wp, w, deux formes symboliques, de degrés p et g respecti- 


vement, en dx,, ..., dx,, telles que les intégrales Ip—= fo» 
a e 


Iq =| % soient deux invariants intégraux du systeme (25). Aprés 


le changement de variables qui raméne le systéme (25) 4 la forme 
canonique (26), ces formes symboliques wp), wg se transforment en 
deux nouvelles formes symboliques Qp, Og, dont les coefficients ne 
renferment pas g (n’55). [len est évidemment de méme du produit 


symbolique OpQ,, et par consequent [yc est un invariant inté- 


gral absolu du systeme canonique (26). integrate [ opo, est donc 


aussi un invariant intégral du systéme (25), et nous pouvons énoncer 
le théoréme suiyant, que H. Poincaré a déduit, par une analyse 
savante, mais difficile a suivre, de l’étude des équations aux varia- 
tions. 


Si les deux integrates | vp, fos sont deux invariants inté- 


CHAPITRE V. — INVARIANTS INTEGRAUX. 231 


graux absolus du systéme (25), integrate | poy est un inva- 


riant intégral absolu du méme systéeme. 


Le méme raisonnement prouve que, si f—=C est une intégrale 


premicre indépendante de ¢ et fo un invariant intégral, | fw est 


ev 7 


aussi un invariant intégral. En effet, par le changement de varia- 
bles précédent, f s’exprime au moyen des variables y;, et la forme 
Jw se change en une forme FQ, qui ne contient pas z. 

‘Le théoréme s’étend aussi aux syst¢mes (25), dont les dénomina- 
teurs X;, ou du moins quelques-uns, renferment la variable? ; on 
suppose toujours que wp, w, sont indépendants de ¢t. Nous avons 
remarqué en effet que les conditions (11) qui expriment que 


fon for sont des invariants intégraux ne renfermant aucune 


dérivée partielle des X; par rapport a ¢. Si ces conditions sont véri- 
fiées, les intégrales [ ®p, I} wg sont des invariants intégraux du 


systéme (25), ou l’on aurait remplacé, dans les X;, ¢ par une con- 


r 


stante quelconque. Les conditions qui expriment que | WpWg est 


un inyariant intégral sont donc des conséquences des équations 


qui expriment que fo et fv sont des invariants intégraux, 


puisqu’il en est ainsi quand on donne a ¢ une valeur constante 


quelconque dans les Xj. 
Il est clair que le théoréme s'étend au produit symbolique d’un 


nombre quelconque de formes symboliques wp, og, wr, «.., qui 
figurent dans les expressions des invariants absolus. L’énoncé 
n’exige pas non plus que toutes ces formes soient différentes. De 


tout invariant absolu f 0, on déduira de nouveaux invariants 


représentés symboliquement par fos f (o,)?, --. Tous ces 


invariants sont nuls si p est impair. 
Connaissant un ou plusieurs invariants intégraux du systéme 
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(25), si Vopération précédente permet d’en déduire un invariant 
intégral d’ordre n, on aura un multiplicateur du systéme. Si, en 
procédant d’une autre fagon, on peut en déduire un autre invariant 
dordre n, le quotient de ces deux multiplicateurs donnera une 
intégrale du systéme, pouvant d’ailleurs se réduire a une constante. 
Supposons, par exemple, que l’on connaisse un invariant intégral 
du second ordre I, =|. d’un systéme de 2n équations, la puis- 


sance symbolique (,)” n’étant pas nulle, et en outre deux inté- 


grales /,, f, de ce systeme. L’intégrale I,, = foo est un inva- 


riant intégral d’ordre n, ainsi que l’intégrale 


| eadfdf 


Le quotient des deux formes symboliques 


(cog)"—ld fid fo 


(2)? 


est donc une nouvelle intégrale du systeme proposé. 

Le théoreme classique de Poisson n’est qu’un cas particulier de 
cette remarque. Supposons que le systéme considéré soit un sys- 
téme canonique 


dxi’ _ oH dpj.. 0H 


(27) He ieee Beep et 


Ce systéme admet l’invariant intégral (n° 58) : 


L= fu > dxjdpi. 
Pd 


La puissance symbolique (w.) est identique a n!da,dp,...dx,,dp,, 
et par conséquent le systeme (27) admet pour multiplicateur 
lunité, comme il est bien connu. D’autre part, si, et f. sont deux 


i , 4 . . - 
intégrales de ce systéme, ftxmandh. est aussi un invariant 


intégral d’ordre n, Or le produit symbolique sous le signe inté- 
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gral est égal, a un facteur constant prés (n° 42),a(/,, f)dx,dp,... 
dxndpn, \a parenthése (/,,/,) ayant le sens habituel. L’expression 
(f:,f2) est donc une intégrale du systéme (27). Les généralisations 
bien connues du théoréme de Poisson s’établissent de la méme 
facon. 

On pourrait évidemment imaginer un grand nombre de combi- 
naisons d’invariants intégraux conduisant A des théorémes analo- 
gues au théoréme de Poisson ; nous n’examinerons que l’une 
delles. Supposons que |’on connaisse un invariant intégral 


be fo du systéme (25), ou les X; ne dépendent pas de ¢, et 
une intégrale f de ce systéme indépendante de ¢; l’intégrale 


I, =a est aussi un invariant intégral du systéme (25), et par 


df. Si le produit sym- 


n—41 


suite il en est de méme de Fintégrale f » 


bolique w, ,df vest pas nul, on aura donc un multiplicateur du 


nm—1 
systéme. 
Il est facile de vérifier ce résultat, en se reportant au calcul qui 
a été fait a la page 223. Kcrivons, en reprenant les notations de ce 
paragraphe, 
OM eA Oe AOL OL, OD, As. An Adare, ANn 4 


of of 
A( f)=- Ah +A Ae xy, :: +A, x > 


de sorte que l’ona 


+o, df= A(f)da,...dx 


a 


Si Pintégrale | @n—1 est un invariant intégral, on a identique- 
ss 


ment 
X(A(S))—A(K() +AU) yw 


et par conséquent, si f est une intégrale de X(f)—=o, ona la 
relation 


X(ACf)) + ACA) >= aaa 


” \ ON Fie 
“ Wa us Wh yoy 
( Rate a 
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qui prouve que A(/) est un multiplicateur. Si l’on connait déja un 


autre multiplicateur M, le quotient MA sera une nouvelle inté- 
grale ; si l'on connait deux intégrales et 6,A(a) et A($) sont deux 


MG est aussi une inté- 


multiplicateurs et par suite le quotient AB) 


grale ('). 


On peut déduire facilement de ce qui précéde la solution d’un pro- 
bléme étudié par M. Buhl (?). Etant donné un systéme d’équations 
différentielles (25), ou les X; ne dépendent pas de ¢, soient By, Bo, ..., Br 
de nouvelles fonctions de 7, Za, ...,2n; et B(f) expression 


By) =B wh + Be. +B 


_M. Buhl s’est proposé de déterminer les fonctions Bi de fagon que 
B(9) soit une intégrale de Véquation X(f)= 0, toutes les fois que ¢ est 
une intégrale de la méme équation. 

Il existe toujours une infinité de solutions de ce probléme. Soit en 


effet In-1 = fwn—1 un invariant intégral du systéme (25), tel que on—1 


ne soit pas identique, a un facteur prés, a la forme Qn—1 définie a la 
page 222. On a alors 


ip SAY IN NON Seas CHO 
of Sa 


A(f) étant une expression linéaire et homogéne en pools 

I In 
les deux équations X(f) =o, A(f*)=o0 sont distinctes. Nous venons de 
voir que A(f) est un multiplicateur du systéme (25), si f est une inté- 
grale de Véquation X(f/)=o. Soit d’autre part M un multiplicateur 


déterminé quelconque du systéme. L’expression 


Bf) = WD 


donne une solution du probléme de M. Buhl. 
On les obtient toutes de cette maniére. Soit en effet 


B(/)=B, of ae eee apple 


Ix, Diep 


(‘) Voir la note déja citée de M. Kenigs (Comptes Rendus, t. CXXII, p. 25 ; 
6 janvier 1896). 
(2) Thése de Doctorat. 


ot 
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0 Gr Se ‘ 
f » Satisfaisant a 
Ii 


une expression linéaire par rapport aux dérivées 


Pénoncé, Considérons la forme symbolique 
on—1 = Bidz, ... dan + Badaxy ... dandx, + .7.EBnda, .:. dani1; 
d’aprés sa définition méme, on a 


+ on-idf=B(f)da, ... dan, 


\ 


et par suite, M désignant un multiplicateur du systéme (25), 


= Mon—idf = MB( fda, ... dan. 


Posons wn—1 =+Man-4, et. observons que MB(/) est un multiplica- 
teur du systéme (25) toutes les fois que / est une intégrale de X(f) =o. 
Il suit de la que Vintégrale fwn—idf est un invariant intégral du sys- 
téme (25) si f est une intégrale de l’équation X( fj = 0. 

Imaginons que lon prenne un systéme de variables canoniques 
(1; Yo. ..., Yn—t, 2) pour le systéme (25); la forme wn—1 s’écrira 


on—1 = Kdyidy2 ... dyn—1 + Un-edz, 


K étant une fonction quelconque et In—2 une forme de degré n— 2 ou 
ne figurent que les différentielles dyi. Les n—1 intégrales 


font ss [inant (eT piSiaiels 5 TUE) 


doivent étre des invariants intégraux. Il faut done que les n — 1 pro- 
duits symboliques Un—gdyi ne renferment pas z, et par suite que les 
coefficients de la forme Ilp—2 soient indépendants de 2. L’intégrale 


J Mn -2dz¢ est done un invariant intégral. Si l’on revient aux variables 
I, .++) Ln, On voit done que la forme w,—1 est la somme de deux 
formes 


On—{ — HOn-1 + Wn—-1, 
On—-1 étant la forme de degré n—1 définie plus haut (n° 57), et 


foe étant un invariant intégral du systéme. On a done 


ona f = HOQn—1df + Tn—1df, 
= [WiX(f) + Ai(/)]a/, 


A,(f) se déduisant, comme on vient de l’expliquer, de Vinvariant inté- 


\ 


236 LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


eral d’ordre n— 1 fray: en remplacant #,—1d/ par cette expres- 


sion, il vient 


Bie se SS eh 


Il est clair que la solution ainsi obtenue n’est pas plus générale que 
la premiére, car, si B(/) est une solution, il en est de méme de 
B(/) + LX(f), quelle que soit la fonction L. 


60. Invariants attachés aux trajectoires. — Reprenons un 
systeme de n équations différentielles daj;—= Xidt, (i=1, 2, ---, 2), 
ou les X; ne dépendent pas def, et soient fi, fo, ---, fn des inté- 
grales premiéres distinctes, indépendantes de ¢, de ce systeme. 
Quand on multiplie toutes les fonctions X; par un méme fac- 
teur indéterminé i(x,. ..., 2,), le nouveau systeme 


dx dx ALy, 

(28) xX, = XK, =i San OS 
admet encore les n —1 intégrales /,, f,, ..., f, 4, et la derniére 
intégrale seule, ou figure le temps, dépend de 4. En d’autres ter- 
mes, l’introduction du facteur X ne modifie pas les trajectoires, 
mais seulement la loi suivant laquelle chaque trajectoire est par- 
courue. 

Soit » une forme symbolique de degré p en d/,, ..., df,,_,, dont 
les coefficients ne dépendent eux-mémes que de /,, /,, .--5 fn—4- 


L’intégrale fo est un invariant intégral du systéme (28), quel que 


soit 4 (n° 55). Nous dirons dans la suite que cet invariant inté- 
gral est attaché aux trajectoires du systéme d’équations différen- 
tielles dx;—= Xidt ((=1,2,...,n), et nous le désignerons par la 
notation If, quand nous voudrons mettre cette propriété en évi- 
dence. 

a 


v1» 2) OW Y= fi; ++) Yona — Sn» le systéme (28) est remplacé 
par un systeéme 


Si nous prenons un nouveau systéme de variables (y,, y>, . 


(29)- dys __ ane OE 
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ou p. peut étre une fonction quelconque de yj, Yo; +65 Yn_4, 2» Une 
intégrale fe sera un invariant intégral de ce systéme, quel que 


soit p, pourvu que la forme Q ne contienne ni zg, ni dz. On voit 
par la ce qui distingue un invariant intégral absolu quelconque 
d’un systéme canonique d’un invariant intégral attaché aux tra- 
jectoires. 


Pour que fe soit un invariant absolu, il faut et il suf fit que 


les coefficients de 2 ne dépendent pas de z. 


Pour que fe soit un invariant attaché aux trajectoires, il 


faut que 2 ne contienne ni z, ni dz. 
I] existe donc une infinité d’invariants intégraux d’un ordre 
quelconque (de 1 a n) attachés aux trajectoires pour un systéme 


de n équations différentielles. Soit fe un invariant intégral 


absolu du systéme (2). Pour que cet invariant soit attaché aux tra- 


jectoires de ce systeme, il faut et il suffit que fo soit encore un 


invariant intégral pour le systeéme obtenu en remplagant X; par 1.X;j, 
et cela quel que soit 1. Supposons 2 de degré p 
ie ny Arak he tig tL AL 4, 3s ALS 


p 
par hypotheése, les coefficients A, as en ae vérifient les condi- 
tions (11) (page 219) pour toutes les combinaisons d’indices p a p. 
Ces coefficients doivent vérifier aussi les relations que l’on obtient 
en remplagant X; par 4X;. Or, ces nouvelles relations deviennent, 
en tenant compte des premieres, 


: en x, 2 
D | Ate. Wages (1 test ve app agate 


ji) eg e 


ys 
ar Aa, ons ap —shoh Ix | 5 ees, 
%p 


et doivent étre vérifiées, quel que soit 4. Si l’on y fait successive- 
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ment 1 2,, ..., }==2,y, on voit que les coefficients Bona pers 
doivent vérifier toutes les relations 


nv 


(30) > asus oo dep 104 ated 


Fail ¢ 
pour toutes les combinaisons des n indices p—1 ap—lI. On peut 


énoncer ce résultat de la fagon suivante : Pour que fe sout un 


invariant intégral attaché aux trajectoires du systéme (2), il faut 
et ilsuffit que les coefficients de Q véri fient les conditions (11), et 
que toutes les équations du systeme de Pfaff attaché a la forme Q 
(n° 82) sotent vérifiées quand on y remplace dx; par X; 
(OR DPR Gs on Me 

Les conditions (30) expriment que les formes de Pfaff ,, ws, ..., 
wr, associées a la forme symbolique ® s’expriment linéairement 
au moyen des (x—1) formes df, ..., df,_,, en désignant par 
Sir for ++ fn—4 UD systéme de n — 1 intégrales distinctes de l’équa- 
tion 


X= >i Xe =o. 


Gl 
En effet, Péquation de Pfaff 


nN 


es the tae eee Ais pista epi Xi aoe 
il 


sera vérifiée, d’aprés la relation (30), sil’?on remplace x, 22, ..., 
z, par des fonctions d’une variable indépendante satisfaisant aux 
équations (2), c’est-a-dire par des fonctions d’une variable indé- 
pendante satisfaisant & n—1 relations f,=C,, ...,f,_,—=C,_,.- 


Les équations w, ,= © sont donc des conséquences des 


Oo ..6 ep— 
équations df, =0,...,df,,_,=0, et par suite les formes de Pfaff 
associées 4 la forme Q sont des combinaisons des n —1 formes 
df, Ufs, ..., Uf, _,. La forme symbolique © s’exprime donc elle- 
méme au moyen de ces différentielles seulement. Telle est la 
signification des conditions (30). Quant aux conditions généra- 
les (11), qui s’appliquent & tous les invariants intégraux, elles 


- ogee af 


CHAPITRE V. — INVARIANTS INTEGRAUX. 239 


expriment que les coefficients de 9 s’expriment aussi au moyen de 


Jo So» 2 at) woke 
Remarque I, — Lorsque f Qest un invariant intégral attaché 


aux trajectoires, il est & peu prés évident que lintégrale fe est 


aussi un invariant attaché aux trajectoires. En effet, si on a 
ramené le systtme d’équations différentielles & une forme canoni- 
que, © nerenferme que y1,...., Y, 4) Gy1, ---, GYn_4, et il est clair 
qu'il en est de méme de ’. Il est aisé de vérifier ce résultat direc- 
tement et sans aucune transformation. 

Supposons, pour fixer les idées, que le degré p de © soit pair; 
la forme dérivée 0! a pour expression 


hb oe 
! == Seine rn ep 4b U uF 4, oe AL yy 149 


ou l’on a posé 


Joost SCAG 
iat a“ OAL, apt ‘ OA ie, ap—1 
1%2 +... “Ap ete coe — 
= Sa Pep UST Zee a) 8 ae he el 
OL OTE oe, cae 
Il s’agit de montrer que les relations 
in 
; t Jb nO 
(31) | » Bite x1, pt 
, vw 
ou 
oA oA 
Gy Poke ae a... apl lay... 4p—-A 
D2 ae ee Sepa dar Frag 
i a a ap 
sont des conséquences des relations (11) et (30). \ 
La relation A vérifier peut s’écrire 
; dA- 
. &pl 2 (44 .-. 4p—1 RG 
eee XK = 
X(A ay Capt ae a DA ae erenes : 
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: ) par sa valeur tirée de la rela- 


ou, en remplagant X(A,, Bees 


tion (11), 


HD... Spl te a iene eee 
YA eae igo p> ‘ dx, 


OXi oX;j 
Res a A Prag Sig eS A =i 
AW 6) ld. ...&p On ay Op=it al 
i a4 Z ap 


Mais, p étant pair, on a 


ie aes Peek 


42 .. &p a2... &pl’ 


et il reste 


2(3, a ee 


cette relation résulte immédiatement des conditions (30). 


Le calcul prouve aussi que le systeme formé par les équa- 
tions (11) et (30) est équivalent au systeme formé par les équa- 
tions (11) et (31). Ce résultat est bien d’accord avec les proposi- 
tions établies antérieurement sur la classe d’une forme symbolique 
(n°? 33). Sil’on remplace X; par dx; dans les équations (31) et (30), 
on obtient les deux systemes d’équations de Pfaff S et S’, qui sont 
associés respectivement aux deux formes © et 0’. Les équations (31) 
et (30) expriment donc que les intégrales de ce systeme compleéte- 
ment intégrable font partie des n — 1 intégrales premieres f,, fy, 
wee) fn—1 du systeme (2). Si l’on suppose la forme © ramenée a une 
forme réduite, elle ne contiendra done dans son expression que les 
n— 1 intégrales premiéres de ce systeme et leurs différentielles. 


@ By NE ° . 
est précisément ce quia lieu pour une forme Q, lorsque | © est 


un invariant attaché aux trajectoires. 


Remarque II. —Si Fintégrate [2 est un invariant intégral atta- 


ché aux trajectoires d’un systéme de n équations différentielles (2), 
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nous venons de voir que la forme o est au plus de classe n — 1. 
Réciproquement, soit 


p= Ak = ay! ee, on dx, 


une forme symbolique de degré p an variables, et de classe 


p 


inférieure an. L’intégrale Je est un invariant intégral attaché 


aux trajectoires pour un syst¢me au moins d’équations différentiel- 
les. En effet les équations 

nr ; nv 
>: Ay, bine api fad » Joe, aa tpi = Gs 

i eis 
qui se présentent dans l'étude de la classe d’une forme symboli- 
que (n° 33), se réduisent a n—1 équations distinctes au plus, 
quand on y regarde ),, i,, ..., An comme des inconnues. Soit 
y= Xi, -.., An = Xn un systéme de solutions non toutes nulles; 


nous avons démontré plus haut que fos est un invariant intégral 


attaché aux trajectoires pour le systeme 
dx, dx 
a els io — d ° 
X, Xp : 


4 


Si w, est de classe n — 1, les fonctions X; sont déterminées a un 
facteur pres. Si W, est de classe n —r, Xy, ..., Xn dépendent. 
linéairement de r coefficients arbitraires. La propriété peut encore 
s’établir sans aucun calcul. Si la forme o, peut s’exprimer au 
moyen de n—r fonctions distinctes /,, fy, -.-,fn—r et de leurs 


difterentittes, f , est un inyariant intégral I, pour tout systeme 


d’équations différentielles admettant les n—r intégrales pre- 


_ miéres 


Si = Oy fo= Cer) fn-r= Cnr. 


61. Formation de ces invariants. — H. Poincaré (') a 
indiqué rapidement un procédé permettant de déduire d’un inva- 


(1) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste (t. II, p. 33), 
G. Prob. 16 
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riant du second ordre un invariant du premier ordre, qui est préci- 
sément un invariant attaché aux trajectoires. On lui doit égale- 
ment un procédé (4) pour déduire d’un invariant intégral d’ordre n 
un invariant intégral d’ordre n— 1. En réalité, la méthode de 
H. Poincaré s’applique & tout invariant intégral, quel qu’en soit 
ordre, et permet de déduire d’un inyariant intégral absolu 
d’ordre p, non attaché aux trajectoires, un nouvel invariant inté- 
gral absolu d’ordre p—1, attaché aux trajectoires. 


Soit a fo SiPice tas dx, AL y, AN dx, 


un invariant intégral absolu non attaché aux trajectoires. Posons 


n 
Coty Sse itp tae oe ion up—1i si , 
r—4 


invariant I, n’étant pas attaché aux trajectoires, toutes les fonc- 


tions Ck ne sont pas nulles a la fois. Soit wp la forme 


Sele CDeed 


symbolique de degré p — 1 


Op—1 = Dire, f GO rabin Le 


oe a&p—1 a ap—1 ? 


Cintégrale ic est un invariant intégral absolu attaché aux 


trajectotres. 
Il suffit, pour le démontrer, de vérifier que les relations 


(32) X(C 


142... &p es) 


a&pn—2 


i C IX; C aXh 
ip igi a5"4 Opera a... &p—2h dx =)=0 
e—) 


sont des conséquences des conditions (11). Or ona 


X(C 


1X2 os. ap—1) 


a OX; 
4 t i 


(') Acta Mathematica, t. XIII, p. 66 (r8g0). 
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Remplagons x (Ag is ap —1i) Par sa valeur tirée des formules (11); 
il vient 


7 ' ea OX; 
és (Caras ape t) mp2) ap —4ish dah 


: L 
TD 


7 ox 
= SOS ee ee ao Ay ~), 
t h 


» &p—1h x7 


En remplagant de méme les C par leurs valeurs, la relation A 
vérifier (31) devient 


WE he ye 
Oy... &p—1l ~” Jz), 
oXy “aX, 
—YX D(a aes ee 
- has .. &p—At ce “2 2+. Mp—1h Zz; 


5c p2 hen. 6 apt arecobea da : | Dida. tp-ahi) = O, 
U 


ap—1 


ou, en supprimant les termes qui se détruisent A premiére vue, 


OX, 
Bide, ee tp Ee Xp = pp doe ap ih fan 
i : 


i 


il suffit de permuter les indices 7 et A dans l’un des deux membres 
pour obtenir une identité. 


Lintégrale ®y—1 est donc bien un invariant intégral. 
p= 8 


C’est un invariant attaché aux trajectoires, Nous avons en 


effet 


nv 


By Cee ie up hh Te pa tie nn ap —ohiridts 
ews 


et les termes du second membre se détruisent deux a4 deux, car il 
change de signe quand on permute les indices / et h. 

Pour abréger, j’appellerai l’opération (E) l’opération qui vient 
d’étre définie, et qui permet de déduire d’un invariant absolu I,,. 


non attaché aux trajectoires, un invariant I,_, attaché aux tra- 
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jectoires. Cette opération, appliquée 4 un invariant 1, conduit a 
un résultat identiquement nul. Nous avons appelé plus haut opé- 
ration (D) l’opération qui conduit d’un invariant intégral absolu I, 


ou d’un invariant relatif J,, représenté par Vintégrale | », a un 
Pp 


invariant ithe = | o!. Appliquée a un invariant 15; elle conduit 


aussi & un invariant identiquement nul. 
Il est facile, en se servant des conditions (11) et (30), de démon- 


trer les propriétés suivantes (*). 
Lopération (D) appliquée a un invariant [, conduit a un inva- 
riant she ° cest-a-dire 4 un invariant attaché aux trajectoires, qui 


est en méme temps égal a une intégrale de différentielle totale 


symbolique, 

L’opération (£) appliquée aun invariant ly conduit a un inva- 
ae d,e 
riant I,’ 


Les opérations (D) et (£) sont permutables. 
Ces propriétés sont immédiates si l’on suppose le systeme (4) 
ramené a une forme canonique. Nous y reviendrons au paragraphe 


suivant. 
Remarque. — Pour appliquer lopération (E) a un invariant 
Jo il est commode d’appliquer cette opération a chacun des 


-monomes de la forme w successivement. 
Par exemple, soit I, un invariant absolu du deuxieme ordre 


pe fh SAndaidar ; 


Vinvariant Ij que l’on en déduit a pour expression 


ify = ij Ain Kedar — X;dxi). 


- (1) Journal de Mathematiques (6° série), tome LV (1908), p. 344. 
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62. Interprétation de la méthode précédente. — Consi- 
dérons d’abord un systéme de trois équations 


dace dy 
aCe Vase Xe) 


ou X, Y, Z ne dépendent pas de ¢, et un invariant intégral du 


troisiéme ordre 
eset Mdxdydz. 


Soit S, une portion de surface limitée par un contour fermé TL ; 
les trajectoires issues des différents points de S, engendrent un 
tube de trajectoires, limité par une surface S,, lieu des trajectoires 
qui rencontrent le contour P..Soit my (2, Yo, Z) un point de §S, ; 
le point de l’espace qui est au point m, au temps f= 0, est venu 
en un point m au temps ¢ = T, et le lieu de ce point m est une 
surface S qui limite avec S, et S, un domaine D, le temps T ayant 
la méme valeur pour tous les points de S,. Pour calculer l’inté- 
graleI étendue au domaine D, supposons les coordonnées d’un 
point de S, exprimées au moyen de deux paramétres (w, v), de fagon 
que S, corresponde point par point a un domaine fermé R du plan 
(u, v). Le domaine D de l’espace correspond alors point par point 
a un domaine cylindrique de l’espace a trois dimensions (u, v, f) 
limité par les deux plans ¢ = 0, ¢ = T, et ’ona 


D(a D(x, y, 2) 
— ff fruiedyas—= ff fur eDiets  fudvdt 
=f ffm 
oat fe D(y, 2) D(z, x) D(x, y) | 
core f a | M[ oe v) 2555 D(u, v) ie D(u, v) A 


ce que l’on peut encore écrire 


) D(y, 2) Dgarae) 
Pe y| dudvdt 


I= ifs dt alk js { Xdydz + Ydedx + Zdady}, 


. 


Mae Oe 
= ok ar ak eet \ 
= se eh, ha io 8 
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Vintégrale de surface ff étant étendue a la section S; du 
“St 


domaine D que l’on obtient en donnant a ¢ une valeur constante 
comprise entre o et T. L’intégrale I est une fonction de T dont la 
dérivée pour T = o, par exemple, a pour expression 


=) 
(<=), =ff M(Xdydz + Ydzdx + Zdxdy). 


Nous définirons un autre domaine A analogue a D de la fagon 
suivante. A chaque point m, de S, faisons correspondre un 
nombre @ variant d’une maniére continue avec la position de my. 
Sur la trajectoire issue de ce point m), prenons les points vo, et p. 
occupés par le mobile, qui part de m, au temps ¢ = 0, aux épo- 
quest== %et?=—0+4 T. 

Sur chaque trajectoire issue d’un point de S,, nous prenons ainsi 
quatre points m), m, wo, v, correspondant aux valeurs ¢ = 0, 
(asi (== (te) 4 

Lorsque le point m, décrit So, le point m décrit S, et les points 
wo, » décrivent aussi deux sections X,, = du tube de trajectoires. 
Soit A le domaine intérieur a ce tube compris entre >, et 2. Il est 
clair que ce domaine A se déduit de la surface 2, de la méme facon 
que D se déduit de S. La dérivée par rapport 4 T de Vintégrale 


triple 
ea Mdxdydz 
e e A 


est done égale aussi, pour T= 0, a 


(= 
(Ft), =f ie M(Xdydz + Ydedx + Zdady). 


D’autre part, ’intégrale I, étendue au domaine A est égale a 
Pintégrale I étendue au domaine D. On passe en effet du 
domaine D, au domaine A en ajoutant & D le domaine 8 compris 
entre 5 et X, et retranchant ensuite le domaine 8, compris entre S, 
et 2). Or les deux valeurs de I étendues A ces deux domaines sont 
sgalen puisque par hypothése I est un inyariant intégral. 
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-/ dl dl 
On a donc aussi (5 ih = (+), et la valeur de l’intégrale de 


surface 
i= fen M(Xdydz + Ydzdx + Zdaxdy), 


étendue & une section quelconque du tube de trajectoires, a une 
valeur constante. Cette intégrale est donc un invariant du second 
ordre attaché aux trajectoires; c’est précisément celui que l’on 
obtient en appliquant l’opération (E) 4 l’invariant intégral du troi- 
siéme ordre I. 

Le raisonnement qui précéde est di a H. Poincaré (Acta Mathe- 
matica, t. XIII, p. 66). Il est aisé de l’étendre A un invariant 


d’ordre quelconque (*). Soit 


(33) p= i py Ae «os tp WE @Leey + + Lg 


un invariant intégral d’ordre p du systéme 


da, da, dx, y 
ee ee 
(34) X, Xo Xn : 


ou les X; ne dépendent pas de ¢; je supposerai, pour fixer les 
idées, que la sommation indiquée par le signe = est étendue a 
tous les arrangements p a p des n premiers nombres. Soit Ep—1 
une multiplicité & p—1 dimensions de lespace a n dimensions 
(@,, Ly, ..-, £,), non composée de trajectoires du syst¢me (34). 
-Quand on fait varier ¢.de o a T, le point (x,, x, ..., @,) 
qui, pour ¢ = 0, coincide avec un point (a, @, ..., @,), de 
Ep-1 décrit un are de trajectoire allant du point (a,, a, ..-, @,) 
dun point (b,, 6,, ..., 6,) et ces portions de trajectoires engen- 
drent une multiplicité a p dimensions E,, limitée par Ep-1, 
par la multiplicité E’,-; décrite par le point (d,, b,, ..., 6,) et 
par une autre multiplicité E’,-1 engendrée par les segments de 


(1) Journal de Mathématiques (7° série), tome I (1915), p. 242. 
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trajectoires issues des points de la multiplicité E,—2 qui limite 

Ep-1. Nous allons calculer l’expression de Vintégrale Ip étendue a 

la multiplicité E,. Pour cela, supposons les coordonnées (a,, 

Ay, -.-,4,) de Ep, exprimées au moyen de p—1 variables indépen- 

dantes, de fagon que Ep—1 corresponde point par point a un certain 

domaine Rp_4 a p—1 dimensions de lespace (uw, W, ..., Up—t). 
Les coordonnées d’un point de E, sont alors des fonctions de 

ILI 


U1, Uz, ...,Up—t, et det, qui vérifient les relations ie ». 
L’intégrale cherchée peut s’écrire 
= {Xa mac ; Peep = °F ap du dup—.dt 
eye te... Ap Oy, jipaee ry, ON Re hd Uist D 


la sommation indiquée par le signe » étant étendue a tous les 
arrangements d'indices p a p. On peut encore écrire I, 


35 I iy OE ae 4 B 
= — ee as eee a 
i j} if dG, -++ 4p—-t du, ~ dup—t du, Up—1, 


en posant 


n 


(36) C4009 aiiete ap—1 r= Dares mee apie 3 


L— 


cette expression de I peut aussi s’écrire, sous la forme abrégée 
équivalente, 


Tt 
(37) b= [ dt if ac D Gorey Or Creede 


L'intégrale I, est donc une fonction de T, dont la dérivée pour 
T=o0a pour valeur 


dlp\ __ 
(38) (),= f Di Gaop cap alee te dey 
p-1 


Considérons une autre multiplicité &, définie en partant de aay, 
’ ee ra b - 
d’une fagon plus générale. A chaque point (a, ..., a,) de H,_, fai- 
sons correspondre un nombre @ variant d’une maniére continue 
avec la position de ce point. Sur la trajectoire issue de ce point, 


pod 


CHAPITRE V. — INVARIANTS INTEGRAUX. QAI 


prenons les points («,,..., «,) et (8,,..., 8,) occupés par le mobile 
qui part du point (a, ..., a) au temps / = 0, aux époques ¢ = 0, 
t=T + 6; il ya ainsi sur chaque trajectoire issue d’une point de 
E,1 quatre points de coordonnées (aj), (bi), (i), (@i) respective- 
ment qui correspondent aux valeurs ¢ =o, t = T, t= 9, 
t= 6 + T. Lorsque le premier de ces points décrit ear 
(b;) décrit H’,,_1, et les points («;) et (8:) décrivent deux autres mul- 
tiplicités 6, _,, & : 


le point 


rate 

Soit &, la multiplicité engendrée par la portion de trajectoire 
comprise entre les deux points (a:) et (fi), e, et e’, les domaines 
décrits par les segments de la méme trajectoire compris entre les 
points (aj) et (ai), (bi) et (8;). On obtient le domaine &, en ajou- 
tant au domaine E, le domaine e’, et retranchant le domaine e,. 
Mais les points des deux domaines e, et e!, correspondent deux a 
deux a des valeurs de ¢ qui different d’une quantité constante T. 
Les valeurs de linvariant intégral I,, 6tendues a ces deux 
domaines, sont done égales. Par suite il en est de méme des 
valeurs de I, étendues aux domaines KE, et &,; les valeurs des deux 
dérivées sont donc égales pour T=o. 

Or il est évident que le domaine &, se déduit du domaine &,_, 
comme E,, se déduit de E,_,. La valeur de lintégrale. 


ee sepres aie tp 1 8% at Cag ae dL 


est donc égale, quel que soit 9, a Vintégrale (38). 

L’intégrale I, est précisément l’invariant intégral que l’on déduit 
de I, par lopération (E). La démonstration prouve bien que la valeur 
de cette intégrale étendue & une multiplicité 4 p—1 dimensions, 
obtenue en prenant un point a volonté sur toutes les trajectoires 
issues des différents points de Ep—i, est égale a la valeur de la 
méme intégrale étendue 4 Ey-1. C’est done un invariant intégral 
attaché aux trajectoires. 

Cette interprétation de l’opération (EK) est évidemment indépen- 
dante du choix des coordonnées qui fixent la position d’un point 
dans l’espace & n dimensions. Cette opération est done covariante 
pour le systeme ($4). En termes plus précis, soient I, = fo, un 


se 
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invariant intégral de ce systeme, Ip—1 = f wp—4 Vinvariant inté- 


eral qu’on en déduit par l’opération (E); si on effectue une trans- 
formation de coordonnées définie par les formules x; = 9; (Y¥; 
Yor +++) Yn) (C= 1, 25 «ee, 7), le systeme (34) est remplacé par un 


nouveau systeme 
LY n 
(34!) oN, = = dt, 


les deux formes w, et w»—1 sont remplacées par deux formes a, et 
wp—1, et les deux invariants intégraux I, et Ip_1 s’écrivent, avec les 
nouvelles variables, 


Ip — fo. Ip—1 — fo 


La forme ap—1 se déduit de la forme ap de la méme fagon 
que la forme wp se déduit de wp, les variables x; étant rempla- 
cées par les variables y; etles fonctions X; par les fonctions Y; res- 
pectivement. 


Supposons en particulier que le systéme (34) ait été ramené a 
une forme canonique (n° 55). Avec les variables canoniques 
Yr» Yas «+> Yn—1, £, la forme ow, s’écrit 


W, = 2, - Q,_,dz, 


Q, et Q, , stant des formes de degré p et p— 1 respectivement, en 
dy, ..., dyn—1, dont les coefficients ne renferment pas zg. L’opéra- 


tion (KE) appliquée a Vinvariant I, = fer conduit a Vinvariant 


he fH qui est bien un invariant attaché aux trajectoires. 
L’opération (D) appliquée au méme invariant I, conduit & un inva- 
: d 4 , 

riant [4, = ff ‘p + Q'p-adz. Enfin les deux opérations (E) 


et (D) appliquées successivement a linvariant Ip conduisent, quel 
que soit l’ordre dans lequel on les applique, & un seul invariant 


nouyedti 1% nies ‘| '»-1. De l’inyariant intégral Ip, on. peut done 
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d,e 
i 
trois seulement. Quelques-uns de ces invariants peuvent disparat- 


tre; si, par exemple, l’invariant I, est égal & une intégrale de dif- 


h . _ ! , * . . ee e 
déduire, en général, trois nouveaux invariants T-1) ante , et 


férentielle totale, on a Q',) = Q',_4=0, ep et i * sont nuls. Si 
invariant Ip est attaché aux trajectoires, Q,-1—=0, I,-1 et i Ms 
disparaissent. Enfin, si l’on a Qp_1= 0, Q'» =o, les trois invariants 
que l’on déduit de Ip sont identiquement nuls. Les théorémes 
énoncés a la fin du paragraphe précédent sont évidents sur ces for- 
mes réduites. On voit de méme que tout invariant I;_, peut se 
déduire, d’une infinité de maniéres, par l’opération (E), d’un inya- 
riant I, et que tous ces invariants I, ne different de l’un d’eux que 
par un invariant d’ordre p attaché lui-méme aux trajectoires. 


Exemple. — Supposons que le systéme (34), o1 n= 2p, admette 
Pinvariant intégral 


i = ff enae: + dx3dx, +... + dxap—1dxep ; 


Vinvariant que l’on en déduit par l’opération (E) est un invariant I es 


qui a pour expression ‘ 


10 e=— = [x Ar, — Xidaxy 4, wo. + Xop—1dxep — Xapdx2p—-1. 


La forme de Pfaff qui est sous le signe intégral doit étre une diffé- 
rentielle exacte, ce qui exige que le Sera (34) soit un systéme cano- 
nique (cf. n° 58). 


Remarque J. -— D’un invariant relatif i fo» qui n’est pas 
une intégrale de différentielle totale, on déduit un invariant inté- 
gral absolu ra = fo Si cet invariant he n’est pas attaché 

‘ 3 , : > A ‘ - d 
aux trajectoires, on en déduira par l’opération (E) un invariant I’, 


D’un inyariant intégral relatif, on peut donc toujours déduire un 


invariant intégral attaché aux trajectoires, 
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Lorsque l’invariant ie est attaché aux trajectoires, on peut 


dire que l’invariant lui-méme J, est attaché aux trajectoires. Con- 
sidérons en effet une multiplicité E,,,, limitée par une multiplicité 
fermée E,, et sur chaque trajectoire issue d’un point de E,,, pre- 
nons un point & volonté. Le lieu de ces points est une multipli- 
erté Wa) 


situé sur une trajectoire passant par un point de K,, et inverse- 


limitée par une multiplicité K’,, dont chaque point est 


ment. L’invariant fo étant par hypothése un invariant 


i les deux intégrales étendues & Ep 41 et a E’p41 sont égales ; 


il en est done de méme des deux valeurs de l’intégrale J, étendue 
aux deux multiplicités E, et H’,. Il s’ensuit que J, est un invariant 
intégral relatif pour tous les syst¢mes d’équations différentielles 
que l’on obtient en multipliant les fonctions X; par un facteur 
ar Ditralre A aey plore co) 


Remarque II, — Il est aisé de reconnaitre si un invariant intégral 


n= for peut étre ramené a la forme [ ids avec un systéme de 


a 


variables canoniques. Soit 


% 1p A fom= fo 


Vinvariant qu’on déduit de I, par Vopération (E). Avec les variables 
canoniques, on voit immédiatement que l’on a wp= wp—idz. Il faut 
done que la forme wp soit le produit de la forme wp—1 par une différen- 
ttelle exacte. 

Cette condition nécessaire est aussi suffisante. En effet, si ’intégrale 


fo est un invariant intégral, on a 
e 


Op — OQ + Op—-idz, 


Qp et Op-1 ne renfermant que les variables y; et leurs différentielles. 
La forme »p—1 qui figure dans Vinvariant Ip—, est égale 4 Qp—1; pour 
que p soit divisible par mp—1, il faut done que Qp soit divisible aussi 
par Qp-4, et l’on a 

Op = wp—i(dz + Ny), 


Tl, étant une forme de Pfaff en dy,, ...,dyn—1. Si la forme linéaire 
dz +I, est une différentielle d(z + ), il suffira de remplacer z par 
s+, 
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63. Relations entre les invariants et les intégrales. — 
La connaissance d’un invariant I! = for d’un systéme d’équa- 


tions différentielles 


(39) CAS oe at 

ou les dénominateurs X; ne dépendent pas de f, permet en géné- 
ral de simplifier le probléme de l’intégration. Soit n — r la classe 
de la forme w,; si on raméne cette forme a une forme réduite ot 
ne figurent que n—r variables, y,, yo, ..., Yn—r et leurs différen- 
tielles, nous avons vu (n° 60) que ¥1, Yo, ..., Yn—r sont des intégra- 
les distinctes du systeme (39). La détermination de ces n —r fonc- 
tions exige lintégration d’un systeme de n—~vr équations aux 
différentielles totales completement intégrable, et nous avons vu 
les simplifications qui pouyaient se produire dans l’intégration de 
ce systeme, Dans le cas le plus défavorable, ol r—1, et ot w, est 
une forme dériyée, on a vu que l’on peut toujours achever |’inté- 
gration du systéme S’ associé a la forme w, par une quadrature, 
si l’on connait n—2 intégrales distinctes. La connaissance de 


Vinvariant fo offre donc le méme avantage que la connaissance 


dun multiplicateur. 
Aprés ces généralités, nous allons examiner en détail quelques 
cas particuliers, Soit M un multiplicateur du systéme, L’invariant 


a [ae ... dxy est un invariant 1 mais.il ne peut étre un 
| 


invariant I’, car la forme sous le signe intégral est de classe n. 


En lui appliquant Vopération (E), on obtiendra done un invariant 


qui est nécessairement de classe n—1. Cet invariant n’est autre 


que l’invariant [Mens considéré au no 5%. 


Pour déterminer les n —1 intégrales de l’équation M2,_1df= 0, 
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nous ayons vu qu'il suffisait de connaitre n — 2 intégrales dis- 
tinctes, et la dernitre s’obtient par une quadrature. 

La simplification est la) méme si l’on connait un invariant 
If _,, car un invariant de cette espéce est de la forme MQ,_4, on M 


est un multiplicateur. Supposons en second lieu que l’on connaisse 


un inyariant I,—1 = fom qui ne soit pas attaché aux trajectoi- 
res. Nous avons vu (n° 57) que les équations 


won—1df= 0, x(f)=0 


forment dans ce cas un systeme complet ; on aura donc n—o2 
intégrales premiéres du systeéme (39) par l'intégration de ce sys- 
teme complet. 

Au lieu d’opérer ainsi, on pouvait d’abord déduire de I,-4 un 


invariant I%_» =| Wn—2, et ramener ensuite la forme w,—9 A une 


forme réduite. Mais il est & remarquer que les calculs sont au fond 
‘identiques. Supposons en effet que l’on ait pris un systeme. de 
variables canoniques; avec ces variables, w,—4 et o,~2 ont les for- 


mes suivantes 
On—1==Upn—-1 + H,—2edz, On—2 = TIp—o, 
II,-4 et H,-2 ne renfermant que les variables y; et leurs différen- 


f 


tielles, tandis quel’équation X(/)=oseréduita ae =o; Les deux 


systemes 
(40) wn—df=o, Xs 0, 
(f0') wn-df=0, X(f)=o, 


sont done identiques, puisqu’ils s’écrivent avec les variables cano- 
niques 


ined =o pea 


Supposons: que l’on ait déterminé n — 2 intégrales distinctes 
fis fas +++) fn—2 du systéme (40'). Sila forme o,—2 est de classe n — 1 
on peut l’écrire ; 


On —2 = Fdfidf, tee dfn—2; 
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et le coefficient F, qui s’obtient par un simple calcul d’identifica- 
tion, est une nouvelle intégrale du systéme (39). Si wns est de 
classe n — 2, il est clair que l’on ne peut déduire la derniére inté- 
grale du systéme (29) de la connaissance de cette forme. 


Le calcul est évidemment le méme si l’on connait directement un 


e 


invariant I;,_». D’une facon générale, supposons que l’on con- 


naisse un invariant eee -p, ou la forme wp, admet r diviseurs 


linéaires distincts df,, ..., dfp, de sorte que l’on peut écrire op 
comme un produit symbolique 


Op = Qdf; eae afr, 


la forme 2 n’admettant plus de diviseur linéaire qui soit une diffé- 
rentielle exacte. Les deux équations 


w,df=o, X(f)==0 


admettent encore les r intégrales distinctes /;, ..., fr, que l’on 
obtiendra par l’intégration d’un systeme complet, facile & former 
en partant de w,. Le procédé méme permet de reconnaitre si la 
forme w, admet des diviseurs de la forme voulue, et d’en détermi- 
ner le nombre sans aucune intégration (n° 25). 

Nous examinerons encore le cas ot lon connait un invariant 
intégral absolu du premier ordre du systeme (39g) 


b= fos f Ade, Bee ee 


Nous pouyons reprendre le raisonnement du n° 62 en supposant 
p= 1; la multiplicité E,_, se réduit alors & un point, et l’on en 
conclut que l’opération (E), appliquée a la forme w,, conduit & un 
invariant intégral d’ordre géro, c'est-a-dire & une intégrale du 
systeme (39) 


A,X, ot eiteche > AnXn— Cte; 


c’est au fond la méthode méme de H. Poincaré pour établir ce 
théoréme déja cité plus haut (n° 58). 


5 
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Le résultat est illusoire si AX, ug - AnXe Se, redult a-une 
constante K. Si cette constante est nulle, l’invariant considéré I, 
est un invariant If, et il suffira de ramener w, a une forme cano- 
nique, ou, plus simplement, d’intégrer le systeme S, correspon- 
dant (n° 6) pour avoir c intégrales distinctes du systéme (39), si 
la forme , est de classe c. 

Si la constante K n’est pas nulle, considérons le systeme auXxi- 


liaire a7 - 1 inconnues, 2;;%...,.0n, Ln+1, 


' Cia 2 OLne POares 
(39’) Yo = ee ee =a. 


Il est évident que l’intégrale 


— fae, + eee a A,ALn ae Kdana1 


est un invariant intégral attaché aux trajectoires pour ce systeme, 
daprés la relation ZA;X; ~K=o. Il suffira donc de ramener 
wo, — Kdan44 a une forme canonique pour avoir des intégrales de 
ce systeme auxiliaire (39’). 

Supposons d’abord w, de classe paire 2p; on peut alors, par un 
changement de variables, la ramener a la forme canonique 
£,0y yt... + LphY py OU Y ys 0s Yr Z49 «+9 Z, sont 2p fonctions distinc- 
tes des variables x,, 2, ..., 2. On aurait donc pour la différence 
wo, — Kdxn41 la forme canonique 


g,dy, +... + gpdyp — Kdanii, 


et “p44 serait une intégrale du systeme (39’), ce qui n’a pas lieu. 
I] faut done que , soit de classe impaire 2p + 1; elle admet 
alors la forme canonique 


Zydyy + «0. + 2pdyp + dyp+s, 


les variables y;, z,ne dépendant que de 7, ..., Ln, et w, — Kdaniy 
admet aussi la forme canonique 


£,dy, +... + gpdyp + d(yp41 — Kan41): 
Le systéme (39') admet done les 2p + 1 intégrales 


yi= Gi, =O, yp tt — Kany, = Gy, (1=1, 2, ..., p); 
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et par suite le systéme (39) admet les 2p intégrales 


VW 


yi=Gi, — = C%, 


et une intégrale premiére, gui renferme le temps, 
You Ki Gy). 


Remarquons qu'il n’est point nécessaire, pour avoir ces inté- 
grales premitres, de ramener o, & une forme canonique. Nous 
avons vu en effet (n° 5) que, si l’on a intégré le systéme S, associé 
a cette forme, il suffit d’une quadrature pour ramener , a la 
forme 


Y,dy, + Y,dy, + ...+ YepCYon re DY 5% 45 


Y,, Yo, ---» Yo, ne dépendant que de y,, Yo, .--, Yo,- Les nouvelles 
variables Y,,Yo,++-; Yoni4 sont des fonctions des variables x, ...,@n, 
qui s’obtiennent par l’intégration du systeme S, et une quadrature. 
Les 2p équations y;—= C; représentent alors des intégrales premié- 
res du systéme (39), et la derniere intégrale, qui renferme le 
temps est-7.,.,— Ki = Cy, 14. 

Supposons enfin que l’on connaisse un invariant relatif 


J == foe qui ne soit pas une intégrale de différentielle exacte, 


du systéme (39). L’intégrale fos est un invariant absolu If du 


méme syst¢me. En lui appliquant l’opération (EK), on en déduit un 
c 5 . 1, @ 
invariant absolu du premier ordre (n° 64), 15 eae La forme 


de Pfaff m, doit étre une différentielle exacte df, et les dérivées 


of 


2f vérifient la relation 2X; = 0, puisque cet invariant est un 
Iwi Li 


invariant If. La fonction f est donc une intégrale du systéme (39), 
et par conséquent de tout invariant relatif du premier ordre du 
systeme (39) on déduit, par une quadrature, une intégrale de ce 
systéme (!). La méthode s’applique aussi a un invariant absolu I, 
mais l’intégrale a laquelle on est conduit est identique a l’intégrale 


de Poincaré LA;X;. 


(‘) Journal de Mathématiques (4° série), tome IV, 1908, p. 396. 
Probl. » 17 


a 


258 LEGONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


. . . . . . . d,e 
Ce résultat est illusoire si invariant fos est un invariant Iy’”. 


Si la forme o,’ est de classe 2p, il suffira d’intégrer le systeme S! 
associé a cette forme pour avoir 2p intégrales du systeme (39). Or, 
le syst0me S! est ici identique au systéme S, (n° 5) associé a la 
forme o, ('). 

Remarque. — Soit = | ®p un invariant intégral du systeme (3g) 
de classe 7<n—1; si on sait intégrer le systéme S + S! relatif a la 
forme ,, on peut, par un changement de variables, exprimer cette 
forme au moyen de 7 variables seulement 4, y2, ..., yr et de leurs 
différentielles, Le méme changement de variables, appliqué au sys- 
téme (39), conduit 4 un systéme admettant les intégrales yi, Ya, -..» Yrs 
et qui est, par conséquent, de la forme 


aes Rte Ba = Yn =e 


(39) dye Ayer dyes dyn 
oO 


Il est clair que la connaissance d’un invariant intégral fom OU Wp 


e 
s’exprime uniquement au moyen de #1, ..., yr, dy, ..., dyr, ne peut 
étre d’aucune utilité pour Vintégration du systéme 


Carty at inl, GAY 
Yr = a a a 


(41) 


Mais si l’invariant I’, a été déduit par Vopération (E) d’un inva- 
riant Ip+4 =| wp+i, aprés le changement de variables, la forme wp+4 


ne s’exprimera pas uniquement au moyen des variables y1, yo, ..., yr; 
et de leurs différentielles, et on pourra en déduire un ou plusieurs 
invariants intégraux pour le systéme (41). Je renverrai pour ce sujet. 
aux Mémoires déja cités (?). 


() Lota pp. dos. 
(?) Journal de Mathématiques (7° série), tome I, p. 252. Annales de la Faculté 
des Sciences de Toulouse, t. VII, 1915, p. 38-45. 


CHAPITRE VI 


CLASSE D’UN SYSTEME DE PFAFF. CARACTERISTIQUES. 


Les systémes les plus généraux d’équations de Pfaff ont d’abord 
été étudiés par Biermann (‘), qui s’était proposé de rechercher 
Yordre maximum des multiplicités intégrales, en supposant qu'il 
passe une de ces multiplicités par chaque point de l’espace. ll a 
trouvé ainsi, lorsque les coefficients sont quelconques, que ce 
nombre maximum est égal au quotient, a une unité prés par défaut, 
du nombre total n des variables par le nombre r des équations 
augmenté de lVunité. Différents géométres ont repris depuis lors 
Vétude du cas général, sans arriver d’ailleurs 4 une démonstration 
enti¢rement rigoureuse du théoreme précédent. Des résultats plus 
précis ont été obtenus ensuite par Engel, von Weber, et surtout 
par Cartan (?), qui a donné une méthode générale pour trouver 
dans tous les cas ordre maximum des multiplicités intégrales non 
singuliéres. Nous exposons dans les chapitres suivants les prin- 
cipaux résultats de Cartan. 


64. Généralités. — Considérons un systeme de r équations 
linéaires par rapport aux différentielles dx,, dx,, ..., dxn, 


Ope = Cnet, — NiodtL, + ceive -- X,ndrn=0, 


(1) y= Xy,AX, + XyQdX_ + ... + Xgndan=0, 


Op X,,dx, + X;,dx, + sae + XpndZn —odO, 
dont les coefficients X;z sont des fonctions analytiques ; dans cer- 


(‘) Ueber n simultane Differentialgleichungen der Form 2X de, = 0 (Schlém. 


Zeitschrift, t. XXX (1885), p. 234-244). d 

(2) Sur Vintégration des systémes d’équations aux différentielles totales (Anna- 
les de l’ Ecole Normale, 3¢ série, t. XVIII, 1901, p. 241-311). 

Voir aussi: F. Encexn. Berichte Ges. Leipsig (t. XLI et XLII, 1889-1890) ; 
Remarques ajoutées & une nouvelle édition de l’Ausdenungs/lehre de H. Grass- 
mann (Leipzig, 1896), p. 479. een ¥ ‘ 

E, yon Wenger. Berichte Ges. Leipzig (t. L et LII, 1898-1900) Sitsungsberichte 
Akademie Miinchen (t, XXV et XXX; 1895-1900). Mathematische Annalen, 
t. LV (1902). 
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tains cas, il suffit de supposer que ce sont des fonctions continues 
des variables x,, 2, .--, £n, admettant des dérivées continues, 
tout au moins dans certains domaines de ’espace a n dimensions. 
Nous appellerons encore élément linéaire intégral de ce systéme 
tout élément linéaire (dx,, dx,, ..., dxn), issu d’un point (2,, 
Ly, ..+, Ln), pour lequel les da; vérifient les équations (1). Une 
multiplicité intégrale du systeme est une multiplicité ponctuelle 
de l’espace An dimensions dont tous les éléments linéaires sont 
intégraux. Si cette multiplicité M,—, est définie par p relations 
distinctes 


(2) fa api 5g) =O, haley af pC perma, on) aes (p<n), 
les équations du systéme (1) doivent étre des conséquences des 
équations (2) et de celles qui s’en déduisent entre les dx;, 


(3) Of == 0. oa pO 
Lorsque les coordonnées (2,, 2, ..., &n) d'un point de M,—p sont 


exprimées au moyen de p=n — p paramétres Uy, Uz, ..., Ws 


Ly = F1(Usy aol Uy), so +9 Ln= Fn(U4, “21-95 ) 


les équations (1) devront étre yvérifiées identiquement quand on y 


D015 do; 
remplace x; par 9; et dx; par as du,+...4+ fei 
uy 


du, et les fonc- 


tions 9, 9, ---, 9x doivent vérifier le systeme de ro équations aux 
dérivées partielles ainsi obtenues. 

On peut toujours supposer que les r équations du systéme (1) 
sont linéairement distinctes ; c’est ce que nous ferons désormais, a 
moins de mention formelle. On a donc r<n; si r=n, les équa- 
tions (1) donnent dx, = 0, ..., dx, =0, et n’admettent pas d’inté- 
grales, sauf peut-étre des multiplicités dont tous les points annu- 
lent le déterminant des coefficients Xi, (‘). Si r—=n—1, le 


(') Les équations (1) sont supposées linéairement distinctes, c’est-a-dire que 
tous les déterminants a7 lignes du tableau 
| X4i,X49, 1...) Kan | 
(T) Xo1,X99, ...,5 Xan 


. . 6 


Xri,Xre, .-+, Xrn 


ne sont pas identiquement nuls. Soit M, une multiplicité ponctuelle & P 
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systéme (1) est identique a un systéme de n — 1 équations diffé- 

_rentielles ordinaires entre n variables ; il admet donc une famille 
de multiplicités intégrales & une dimension dépendant de n—1 
constantes arbitraires, et peut étre, par un changement de varia- 
bles, ramené & la forme 


(4) df (== 0; sey dfn—1=0, 


Sivo for +s fn—i Stant n — 1 fonctions indépendantes des variables aj. 
Lorsque r est inférieur a n— 1, le systéme (1) admet toujours une 
infinité de multiplicités intégrales & une dimension, car on peut 
-adjoindre aux r équations du systéme n — r — 1 équations de méme 
forme a coefficients arbitraires, choisies de fagon a former avec les 
premicres un systeme de n — 1 équations distinctes, c’est-a-dire un 
systeme de n — 1 équations différentielles ordinaires. Ces intégra- 
les dépendent den — r—1 fonctions arbitraires d’une variable. Si, 
par exemple, le systeme (1) est résolu par rapport a dx,,dx,,...,dxr, 
on peut choisir pour 2,44, ..., Zn -1des fonctions arbitraires de xp, 
et 2, ..., £, sont déterminés par un systéme d’équations différen- 
tielles ordinaires, 

Le systéme (1) peut étre, d'une infinité de maniéres, remplacé 
par un autre systtme de méme forme admettant les mémes inté- 
grales. Posons en effet 


Q;= io, +... + Aipwr (Lots tenant. 


les coefficients Xi, étant des fonctions des variables 2, ..., Zn, 
dont le déterminant est différent de zéro. Il est clair que le sys- 
teme 


(1') E042 24 02 O 
admet les mémes intégrales que le premier systéme et inversement. 


dimensions, telle que les coordonnées de l'un quelconque de ses points 
annulent tous les déterminants d’ordre p du tableau (T) (p17); les coor- 
données d’un point quelconque de cette multiplicité peuvent s’exprimer au 
moyen de p paramétres uw, ...,U,, et en remplagant 2; et da; par leurs 
expressions dans les équations du systeme S, on est conduit a un nouveau 
systeme de Pfaff de » — 1 équations a p variables, — Bee 

On pourrait opérer de la méme fagon pour obtenir les intégrales du sys- 
teme S qui appartiennent 4 une multiplicité donnée quelconque a moins de 
n dimensions, : 


- 
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De pareils systémes sont dits éguivalents. En particulier, on peut 
toujours remplacer un systeme de Pfaff de r équations par un sys- 
teme de r équations résolues par rapport ar des différentielles dax;. 

On s’est d’abord proposé de trouver le nombre maximum de 
dimensions que peut avoir une multiplicité intégrale de S. Ce 
nombre est évidemment au plus égal 4 n—r, et ce maximum n’est 
atteint que si S est un systeme complétement intégrable, tout au 
moins quand il passe une intégrale 4 n —r dimensions par un 
point quelconque de l’espace (n° 16). Dans le cas général, il sem- 
blerait naturel de raisonner comme il suit. Si le systeme S possede 
des intégrales M, ap dimensions, on peut supposer n —p des varia- 


bles 2; exprimées au moyen des ¢ variables restantes, x, ..., 


P 

par exemple. Soient 
Li = Fi(Lyy «+44 Lp) (¢=p + I, -., 2) 
les équations de cette multiplicité. En remplagant x wey Ln et 


Pe 
dL sy ...,@xpy par leurs expressions dans les équations (1), et en 


égalant a zéro les-coefficients de dx,, ..., dx,, on a un systeme 


p 
de pr équations aux dérivées partielles pour déterminer les n —p 


fonctions inconnues. En admettant que ces équations sont compa- 
tibles, pourvu que leur nombre soit au plus égal au nombre des 


fonctions inconnues, il faudra que l’on ait 


n 


r+i’ 


re<n—p, ou P< 


pour qu’on puisse affirmer qu’il existe des intégrales A o dimen- 
sions. Le raisonnement manque évidemment de rigueur, quoique 
la conclusion soit exacte, lorsque les coefficients X;z sont quelcon- - 
ques. Mais on n’obtient ainsi qu’une limite inférieure de la valeur 
maximum de 0, 

Von Weber.et Cartan ont étudié la question d’une fagon beau- 
coup plus approfondie, et obtenu des résultats trés généraux. 
Leurs recherches sont basées sur l’emploi de certains systémes 
covariants du systéme S. 
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- 65. Premier systéme associé. — Soit M, une multiplicité 
intégrale (0 > 1) dusystéme S ; soient (dx1, ..., dx,), (5x4, ...,52%,) 
deux éléments linéaires issus d’un méme point (27), 2a, ..., 2), et 
appartenant a cette multiplicité. Ces deux éléments linéaires 
satisfont (n° 3) aux 7 relations 


/ ' 
(9) 0's =0, ..., = 0, 


w’, ayant la méme signification que plus haut 
p= dop(d) — du(8). 


Nous dirons encore que deux éléments linéaires intégreux (dx;) 
et (8x;) sont en involution quand ils vérifient les r relations (5). 
Les équations qui expriment que deux éléments linéaires sont 
intégraux et en involution 


«4(d) = O, «265 w(d) = 0, 
(6) 4(8) = 0, ..., w/(8)==0, 


tf B 
C—O awed sigs = O 


forment le premier systéme associé aS. Les 2r premieres équa- 
tions forment deux groupes de r équations distinctes, mais les r 
équations de la derniére ligne ne sont pas toujours distinctes entre 
elles, et quelques-unes peuvent étre des combinaisons des premié- 
res, comme nous le verrons par la suite. 

Le systéme (6) reste le méme quand on remplace le systéme (1) 
par un systéme équivalent. Si l’on pose en effet 


(7) Qi igo, + 0. + Airwr, . (2 Sty Ay ose5.t") 
on en déduit 


Oe 6Q;(d) — @2;(5) == i,5,(d) +... 
+ irdwp(d) + o,(d)bA + 00. + @(d)8 ip 
— Phiyaten,(8) 4a. + + Dindor(8) + 04(8)ddy + «+ + or(8)Ddirl 


ou 


= Aigo’) + eet ipro'p 7 o, (2) dis =} ter She 
. + 0()Brir — 0, (8)ddiy — «2. — r(8) Dir, 
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et les équations (6) entrainent les équations de méme forme 


f? O10) == Ohman Q,(d) = 0, 
(6') (2,(6) 22-0; ong Rp ame Oy 
Ly =O, Seaya pp =— Or 


Inversement, si le déterminant des coefficients di n’est pas nul, on 
tire des relations (7) 


q 
(7') i iQ, + oe. F pir Dr (= 352, 


les coefficients viz étant des fonctions de 2, ..., Ln, et les rela- 


tions (6') entrainent les relations (6). 
Supposons de méme que l'on effectue un changement de varia- 
bles vi =o7(y1, Yo, .- +5 Yn), et soient 


wi==Yi,dy, +... + Yindyn 


la nouvelle expression de la forme w; au moyen des nouvelles 
variables. D’aprés la propriété d’invariance du covariant bilinéaire, 
le systéme (6) est remplacé par le systeme de méme forme déduit 
du systéme de Pfaff obtenu en faisant le changement de variables 
dans les équations (1). End’autres termes, le systéme (6) est un cova- 
riant du systeme de Pfaff S, relativement a tout changement de 
variables. 


66. Caractéristiques. — Parmi les éléments linéaires inté- 
graux issus d’un point, il y a lieu de distinguer ceux qui sont 
en involution avec tous les autres éléments linéaires intégraux 
issus du méme point; ce sont les éléments caracteristiques. ‘ 

Un élément caractéristique (dx;) vérifie d’abord les r équa- 
tions (1); il satisfait en outre aux équations obtenues en écrivant 
que les r équations (6) de la derniere ligne, considérées comme des 
équations linéaires endx,, 622, ..., 5,,, sont des conséquences des 
r équations de la ligne précédente qui, par hypothése, sont distinc- 


tes. Imaginons ces 27 équations ordonnées par rapporta day, ...,5.2,; 
¢ 


CHAPITRE VI. — CLASSE D'UN SYSTEME DE PFAFF. 265 
puisque les r premiéres sont distinctes, ’'un au moins des déter- 
‘minants d’ordre r déduit du tableau. 


Ber aX eX 
Noe Xe 


in 


Qn 


AD Cs 


est différent de zéro. Soit 


Wi, A, te bad hes. 2 @ nd bx, 
+ (a4,,dx, + a',,dx, + ... + a4sndan)bx, + 


le covariant bilinéaire de ;. Pour que les r équations w/;—=o0 soient 
des conséquences des r équations (8) =o, ott 62, ..., 5% sont 
regardées comme les indéterminées, il faut et il suffit que tous les 
déterminants d’ordre r + 1 déduits des tableaux 


Xa ; Xi 
Xo, . Xoo 
Xr, Xrp 


a, ,dx,+a',,dx,+...+@4ndXp, Ay,dxX, +A! ydry+...+@'gndXpn.. 


soient nuls. On adjoint ainsi aux r équations ojo un certain 
nombre d’équations nouyelles qui sont également linéaires en 
dx,, dx,, ..., dx,. Le systéme ainsi formé 


(8) Gi (= Ora i) =2O,e Wy d= 025%, Il ,(d@)==0 


est le systéme caractéristique. Il est évident, d’apres sa significa- 
tion méme, que c’est un covariant du systéme de Pfaff relativement 
a tout changement de variables. 

Si le systéme de Pfaff est résolu par rapport a r différentielles, 
dx,, ..., dp par exemple, on peut former plus simplement les 
équations qui définissent les éléments caractéristiques, en portant 
dans w',, ..., op les expressions de 62,, 5%,, ..., 6x, tirées des 
équations (8) = 0, et en égalant a zéro les coefficients de 
Saxr41, .--, 8%, apres la substitution. Le systéme (8) contient au 
moins r équations linéairement distinctes, et il en contient au 
plus n, S'il en contient n, ces équations n’admettent pas d’autre 
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solution que dx;—=o0, et il n’y a pas d’éléments caractéristiques. 
Dans tout autre cas, il y a des éléments de cette espéce. 

Quel que soit le systéme de Pfaff S, le systéme caractéristi- 
que (8) est compléetement intégrable. 

Pour le démontrer, nous suivrons exactement la méme marche 
qu’au n° 5. La proposition est évidente si le systeme contient 7 
ou n—1 équations linéairement distinctes. Supposons que ce sys- 
teme contienne seulement n— p équations linéairement dis- 
tinctes (p > 1). On peut alors trouver, et d’une infinité de fagons, 
une famille de courbes caractéristiques (c’est-a-dire de courbes 
dont tous les éléments sont caractéristiques), dépendant de n — 1 
constantes arbitraires, de fagon qu’il passe une de ces courbes par 
un point arbitraire. Imaginons que |’on ait effectué un changement 
de variables tel que les équations de cette famille de courbes 


caractéristiques soient 
YY, bri eeey Yn = Cn—1, 


la variable y, pouvant étre choisie 4 volonté, pourvu qu'elle forme 
AVEC Yy, Yor --+> Yn—i un systeme de n fonctions indépendantes des 
premiéres variables. Le systéme (8) se transforme en un systeme 
ou ne figure pas la différentielle dy,, puisque ce systéme doit étre 
vérifié quand on y remplace y,, Y5,-.-, yn—1 par des constantes 
quelconques. En particulier les équations du systéme de Pfaff (1) 
ne contiendront pas dy, aprés la transformation. Supposons ce 
systeme résolu par rapport a dy,, dyp, ..., dyr, 


0; = dyi—[ Yi, rdyr+4 Seon Se Yj; n—1dyn—1 |= 0 (z = 1, 2,+.-, r). 
Les relations 


01 = 8Yi, rpidyrts +... + 8Yi, n—1dyn—1 
= ay, roy SS aX; n—19Yn—1 0) 
doivent étre yérifiées par tous les éléments linéaires intégraux dy! 


du nouveau systéme quand on prend dy, =o, ny CY n= te 0 OTs 
le coefficient de dy, apres cette substitution est, au signe prés, 


dYi, r-+4 dYi,n—1 
yn Byrn + owe + aye et 
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il faudra donc que |’on ait 


dYi, r+i eG oYi, n—1 
Digie — O, «ey Dyn =Od, 


et la variable yn ne figure plus dans le systéme de Pfaff apres le 
changement de variables. Il est évident que les équations qui défi- 
nissent les éléments caractéristiques ne contiendront elles-mémes 
Que Yy, Yo, «++, Yn—1, Ayy, «.., dyn—1, et formeront encore un sys- 
teme de n — p équations linéairement distinctes, puisque ce sys- 
teme se déduit aussi du systeme (8) par un changement de varia- 
bles. Aprés p — 1 transformations de cette espéce, on sera donc 
ramené 4 un systeéme de n— p équations An —p-+ 1 variables, 
cest-a-dire a un systéme complétement intégrable. 

Pour donner une application de ce résultat, supposons que le sys- 
teme de Pfaff S soit complétement intégrable. On peut alors, par 
un changement de variables, le remplacer par un systéme équivalent 


2, = dy,=0, ..., 9° = dyp= 0; 


les covariants bilinéaires 0',, ..., 0’, sont nuls identiquement, et le 
systeme caractéristique se confond avec le systtme de Pfaff lui- 
méme. Donc, pour un systéme de Pfaff complétement intégrable, 
tout élément intégral linéaire est un élément caractéristique. 

Réciproquement, tout systéme de Pfaff, pour lequel cette con- 
dition est satisfaite, est complétement intégrable. En effet, les 
équations du systéme (8) se réduisent alors aux r équations du 
systéme de Pfaff lui-méme. Puisque ce systéme caractéristique (8) 
est, on vient de le démontrer, complétement intégrable, il en 
résulte que le systéme de Pfaff est complétement intégrable. 

On peut encore énoncer cette proposition comme il suit. Pour 
que le systéme de Pfaff (1) soit complétement intégrable ('), il 
faut et il suffit que les r équations o'; = soient vérifiées par deux 
systeémes quelconques d’éléments (dxj), (8xi) qui vérifient res- 
pectivement les 2r équations ;(d) =o, wp(9)=0. 

Nous appellerons dans la suite variable caractéristique toute 


(*. Cette condition a été donnée par Fropenrus sous une forme équivalente 
(Journal de Crelle, t. LXXXII, 1887, p. 276), Ul est aisé de voir que le dernier 
énoncé s’applique aussi au cas oul les r équations du systéme de Pfaff ne 
sont pas linéairement distinctes. 
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intégrale du systéme caractéristique, multiplicité caractéristique 
toute multiplicité dont tous les éléments linéaires sont caractéris- 
tiques. Si le systeme (8) se compose de y < 7 équations linéaire- 
ment distinctes, les multiplicités caractéristiques d’ordre maximum 
sont 4n —y dimensions, et toutes les multiplicités caractéris- 
tiques d’ordre inférieur 4 n —y s’obtiennent en prenant une mul- 
tiplicité arbitraire sur une multiplicité caractéristique d’ordre 


maximum. 


67. Classe d’un systéme de Pfaff. — La classe d’un sys- 
teme de Pfaff est le nombre minimum de. variables que l’on puisse 
laisser figurer dans les équations de ce systeme par un change- 
ment de variables convenable, deux systemes équivalents étant 
regardés comme identiques. La classe est égale a Vordre du 
systéme caractéristique (cf. n° 14), c’est-a-dire au nombre des 
équations linéairement distinctes du systeme (8). Supposons en 
effet que ce systeme renferme y équations linéairement distinctes 
(r<y<n). Comme il est completement intégrable, nous pouvons 
supposer qu’on ait pris un systeme de variables indépendantes 
(Ys, Yor -++> Yn) tel que le systéme caractéristique soit équivalent au 
systeme 


GYi == O05 tees dy, =0. 


Apres ce changement de variables, AY 14) .»., dyn ne doivent pas 
figurer dans les équations du systéme de Pfaff transformé, puisque 
élément linéaire (dy,=0, ..., dy, =, AY 149 — dyn) est un 
élément intégral, quels que soient AY y 149 -.+, dyn. Si nous sup- 
posons le systeme de Pfaff résolu par rapport 4 r différentielles, 
dy,, ..., dyr par exemple, 

ayi== Yi pa idyris +... + Y,dy,s (i==0, oes) 


on démontrera comme au paragraphe précédent que les coeffi- 
cients Yj,r44), ..., Vy doivent étre indépendants de Yorar ores Yrs 


et par suite les équations du syst¢me transformé ne renferment 
que les y variables y,, ..., Yy> et leurs différentielles. 
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On ne peut mettre le systime de Pfaff sous une forme ou figu- 
rent moins de y variables. En effet, si, par un changement de 
variables conyenable, on a mis le systeme de Pfaff sous une forme 
ou figurent seulement g variables z,, 2, ..., £q et leurs différen- 
tielles, les équations du systéme caractéristique, qui sont linéaires 
en dz,, dz,, ..., dzg, contiendront au plus g équations linéaire- 
ment distinctes. On ne peut donc avoir g <y. 

Si, en procédant de deux facons différentes, on a mis le systéme 
de Pfaff sous deux formes équivalentes, l’une ne renfermant que 
les y variables (Yas Yor vs Y~) et leurs différentielles, l'autre ne 


renfermant que y variables (21 Za) +++ 2) et leurs différentiel- 


les, le systeme caractéristique peut lui-méme étre mis sous les 
deux formes équivalentes 


dU p— 0, naa y 
ou 


DRO noes dz, =0. 


Il en résulte que z,, Z,, ++), sont des fonctions de y,,Y2, ..., Y4 
et l’on passe d’une des formes du systeme de Pfaff a autre par un 
simple changement de variables effectué sur y variables seule- 
ment. Lorsqu’un systeme de Pfaff de classe y a été mis ainsi sous 
une forme ot n’entrent que y variables et leurs différentielles, 
nous dirons qwil a été ramené 4 une forme réduite. Il suffit, pour 
mettre un syst¢me sous forme réduite, de prendre pour variables 
indépendantes un systtme de y variables caractéristiques dis- 
‘tinctes. 

Dans le cas ot =n, toutes les variables sont caractéristiques, 
et l’on ne peut diminuer le nombre des variables qui figurent dans 
les équations du systéme. Si y=, nous avons vu que le systeme 

_est complétement intégrable. On ne peut supposer yr +I. En 
effet tout systeme de r équations de Pfaff ot figurent seulement 
r +1 variables est complétement intégrable, et par suite de classe 
r. Le cas le plus simple, apres celui des systemes complétement 
intégrables, est done celui ou y= r+2, qui sera étudié plus 
loin (chap. VII). 


Les théorémes établis plus haut sur les multiplicités caractéris- 
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tiques d’une équation de Pfaff s’étendent immédiatement aux sys- 
teémes de Pfaff, et s’établissent de la méme fagon (n° 17). 

Le lieu des multiplicités caractéristiques dordre maximum 
passant par tous les points dune intégrale M, dun systéme de 
Pfaff est une nouvelle intégrale M' dont Vordre est au plus égal 
ap+y. . 

Les multiplicités intégrales dordre maximum sont engendrées 
par des multiplicités caractéristiques @ordre maximum. 

La définition du rang d’une fonction /(x,, £,, ..., Ln) relative- 
ment & une forme de Pfaff (n° 14) s’étend sans difficulté a un sys- 
téme d’équations de Pfaff. On dit qu’une fonction f est de rang pe 
relativement A un systéme de Pfaff S lorsque, en établissant entre 
les variables a; et leurs différentielles les relations f—=C, df=o, 
le systeme S se change en un nouveau systeme de classe y —op. 
On voit immédiatement que o est nul si fn’est pas une intégrale 
du systéme caractéristique, et que p est au moins égal a un, si f 
est une intégrale de ce systtme. Mais le nombre ¢ peut étre supé- 
rieur a un. Prenons par exemple le systeme de classe cing 


di,—x#,dx%,—=0, dx,—x,dx;, =o, 


les fonctions x,, LX, x, sont de rang trovs, tandis que £2 et x, sont 
de rang un. La proposition suivante se démontre de la méme facgon 
que le théoréme analogue relatif aux formes symboliques (n° 38). 

Le rang @une fonction f relativement a un systéme de Pfaff S 
est égal a y—v,+ 1, y étant la classe de S, y, la classe du sys- 
iéme S', obtenu en adjoignant Véquation df= o au systéme S. 

D’une fagon générale, supposons que !’on ait obtenu p intégra- 
les fi, ..., f, du systeme caractéristique. Si lon fait un change- 
ment de variables de fagon que ces intégrales soient p des nouvel- 
les variables y,, ..., y, par exemple, le nouveau systéme de Pfaff, 
ot lon fait y;=Ci, dyi=o, est au plus de classe y— Pp, mais il 
peut étre de classe inférieure. Par exemple, si ce nouveau systéme 
est de classe r, il sera complétement intégrable. 

On peut aussi quelquefois simplifier V'intégration du systéme 
caractéristique, a l’aide de certains systémes covariants. On en 
verra un exemple plus loin (n° 76, p. 311). 
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Exemple. — Soit S. un systeme de deux équations de Pfaff a 
cing variables, 


wo,=A,dx,+ A,dx,+... + Asdx,=o, 


S 
* ( 0, = B,da, + B,dx, +... + B.dx,—=0; 


nous supposerons, pour fixer les idées, que l’on peut résoudre ce 
systeme par rapport a dx, et dx,. Dans les covariants ’,, w',, on 
peut remplacer dx,, da,, 5x,, 62; par leurs expressions tirées des 
équations w;(d) =o, w(6)—= 0, et l'on obtient deux conditions de 
la forme ci-dessous pour que deux éléments linéaires intégraux 
soient en involution: 


wo, =C,(dx,sx,—dx5x,) + C,(dx,6x2,— dx,8x3) 
+ C,(dx,3x,—dx,8x,)=0, 


wo =D,(dx,8x2,—dx,32x,) + D,(dx,s,—dxv,3x5) 


+ D,(dx,8x,—dx,8x,)=0. 


Considérons (dar,, dx,, dx5), (8X,, 8XL,, 5x) comme les coordon- 
nées homogenes de deux points m, v. d’un plan, et soient P;, P, les 
points de ce plan de coordonnées (C,, Cz, C,), (D,, D, D,). La 
relation w’;=o exprime que les points m, p, P; sont en ligne 
droite, et la relation w’', =o exprime que les points m, », P2 sont 
en ligne droite. Pour qu'il y ait un élément caractéristique, il faut 
et il suffit que les deux points P,, P, soient confondus, ou que l’on 
ait 


le systéme est alors de classe quatre. Il en est ainsi en particulier 
si lune des équations w', 0, w’,=0 est vérifiée identiquement. 
Si les deux relations sont vérifiées identiquement, le systeme est 
complétement intégrable (voir n° 65). 


Considérons en particulier le systéme 


4, = dv+ Adu+ Bdx + Cdy=o0, 
02 = dw + A,du + Byda + Cidy= oO, 


E rari Sie Aa 


-? eee Fe ee gf UE eee: +t ein ce ee etrki Be Lie 
‘ 
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ou les coefficients A, B, C, Ai, By, Cy sont des fonctions des deux 
variables x, y seulement. On a 


, _ { 2B oC 
( oY 0x 


) (dedy = ada = (dysu — dudy) 


a ss (dudx—dadu) =o, 


0B oC oA 
a ( ay — a) (dady — dydx) — ae (dydu — dudy) 


ae sel (dudx —dxdu) = 0. 


Pour qu'il y ait un élément caractéristique, il faudra que l’on ait 


0B aC JA ae 


oY c= 02 Oy aes 

2B ie seller OA = } 

oY ox oY A 6} 
D(A, Ay) 


Il faut done que le jacobien soit nul. Si A et A; se rédui- 


D(x, y) 
A Pe sone oA OA, oA oA, 
sent a des constantes, les quatre dérivées ; = ; sont nul- 
oe 00 OY dOY 


les et le systéme caractéristique se réduit aux quatre équations 


dx=o0, dy=o0, dv+Adu=o0, dw+Ajdu=o, 


et le systéme est de quatriéme classe, 4 moins que l’on n’ait en méme 
temps ay i ae pets pascal , et le systeme est alors complétement 
oy OL OY OX 
intégrable. — 
Supposons que l’on ait Ay= (A), A n’étant pas constant et dépen- 
dant de la variable x par exemple. Le systéme sera de quatriéme 
classe si l’ona 


68. Application des formes symboliques. — On peut pré- 
senter les résultats qui précedent sous une forme un peu plus 
générale, en utilisant les résultats et les notations du chapitre III. 
Ktant donnée une forme symbolique © de degré quelconque p en 
Ly, ee ., ©, 2 formes de Pfaff linéairement 
distinctes en da,, ..., dx,; la forme © peut s’exprimer par un 
polynome symbolique de degré p en o,, »,, ..., o,. Rappelons 
encore la notation suivante. Soient et Il deux formes symboli- 


ny SOleNt W1, We, .. 
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ques de méme degré, et w,, ,, ..., w, des formes de degré quel- 
conque, dont chacune est de degré inférieurou au plus égal 4 celui 
de ©. Si lon peut trouver de nouvelles formes 7, ..., m, telles que 
lon ait identiquement, 


Q—= 1 + mw, +... + Tp Ons 


nous écrirons cette relation sous forme de congruence 


Cvs= IT (mods 07705" Ae «3 Oy) 5 


il est clair que la congruence précédente entraine la suivante, 


Ole WE (m0) 07) «2g, Oy W'sy, + 0550's)» 


d’aprés la régle qui donne la forme dérivée d’un produit symboli- 
que (n° 26). \ 

Supposons en particulier que © soit le covariant bilinéaire d’une 
forme de Pfaff w, et que o,, , ...,, soient aussi des formes de 
Pfaff. 


La congruence 


ow! =o (mod. wy, wg, ..., &,), 
| , 


équivalente a l’égalité 
@! =F @ HE Ty. + or. + Typ 


OU %, %, -.-, % sont de nouvelles formes de Pfaff, exprime que 
' fe! Mpane 7%. 
deux éléments linéaires quelconques (dx,, dx,, ..., dx,), (6x4, 


6X5, ..., 62,) satisfaisant aux relations 
wi(d)==0, |wi(s)=0, (GSS 102) cen) 
sont toujours en involution relativement 4 l’équation =o, En 


effet, le produit symbolique 7,o, par exemple représente la diffe- 


rence des deux produits 
w4()74\9) ass ,4(6)7,(d), 


et par suite ce produit symbolique est nul si l’on a & la fois 
w,(d)=0, ,() =o. Il en est évidemment de méme des autres pro- 
duits w;7;. 
Cela posé, soit S un systeme de Pfaff de r équations 
O), = 0, Wy =O, «ory Op ==0,; 
G, Prob, 18 


ll iar 
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aux r formes ©,, @, ..., @ adjoignons p==n—r formes nouyel- 
les w,, m), ..., ©, de fagon que lesr+p=n formes w;, wR soient 
i) 


linéairement distinctes. Toute forme symbolique © de degré quel- 
conque, et en particulier tout covariant bilinéaire w';, peut s’expri- 
mer symboliquement au moyen de ces 7» formes. Si l’on réunit 
ensemble les produits symboliques ou ne figurent que les formes 


, : ai aa : ; 
yy By, very Boy le covariant w’; peut s’exprimer de la fagon sui- 


vante, 


~ 
wp TiO, + one + Bipwop + S Anson, (h, jee Boe ee eee.) 
h,k 


les mz étant d’autres formes de Pfaff, et les coefficients Ainy étant 
des fonctions des n variables x;. Nous écrirons ces égalités sous 


forme de congruences, 


7 . 
OM =) Amonr (mod, @), 5; ..<5 Wp), (ad r). 
h, ke 
Dans les paragraphes précédents, nous avions supposé que les r 
formes ,, @,,.--, or étaient linéairement distinctes relativement 
aux différentielles dx,, ..., dp, et nous avions pris 0, =dXp41, 


..) @, == dzp, mais il n’est pas nécessaire que ces formes auxiliai- 


P 


TOS Wy, Be; 11-3 soient des différentielles exactes, II suffit qu’elles 


forment avec w,, ..., ®» un systeme de nv formes linéairement indé- 


pendantes. Tout systeme de valeurs de m,, m, ..., », définit un 


a 
t 
élément intégral du systtme de Pfaff. Pour que deux éléments 
linéaires: intégraux (d2,,dx,, .:-, dan); (Sa,, ..., En) sovent en 
involution relativement au systeme, il faudra, d’aprés une remar- 
que antérieure, que l’on ait les 7 relations 
yA dyes (8 dyrop(8 

ink 3 Dh(d)o,(8) — wR(d)on(S) § == 0 ((== Roe Pe 


ave 
hike 


Cherchons encore comment seront déterminés les éléments carac- 


téristiques. La forme symbolique 


> A japOnP je 
Aik 
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étant de rang pair 2v peut étre ramenée & une forme réduite 
(n° 32) 
MU, + Ugly +... + Mgy_4Mo,, 
MI,, Mz, --,, Mg, étant 2v formes linéairement distinctes qui s’expri- 
ment linéairement au moyen de Tyr vy Dy Tout élément intégral 
(dx,, ..., dx,,) qui satisfait aux 2v relations 
M10) erg ly, = 0 
est en involution avec tous les éléments linéaires intégraux du 
systeme relativement a l’équation w;— 0. En effet on a 
II, Ul, = 1, (d)0,(8) — 01,(d),(6) 0, 
quel que soit l’élément intégral (d7,, ..., dx,,). Inversement, soit 
(6a, ..., 6%,) un élément linéaire intégral quelconque du sys- 
teme, II,(6), ..., H,,(5) ont des valeurs arbitraires pour cet élément, 
et le polynome symbolique 
f1,I, + Ig, apr oon Selly Sees, 
ne peut étre nul quel que soit cet élément intégral que si lon a 
Ti(d )\i=—=.0) ees 11d) == ot 
On a démontré antérieurement (n° 32) que les 2v équations II; =o 
sont équivalentes aux équations 


= 
Oy Anno 0, » Apion at y Aipnoe= 0. 
k : k kh 
En faisant successivement 71, 2,...,7, on obtient un sys- 
teéme d’équations qui déterminent les éléments caractéristiques. 
Pour qu'un systéme de Pfaff soit compléetement intégrable, il faut 
et il suffit que tous les éléments linéaires intégraux soient carac- 
téristiques, c’est-a-dire que tous les coefficients Aj, soientnuls. On 


a alors les r congruences 
wo; = 0 (mod. w, 2, ..., Or), 


et inversement ces r congruences expriment que le systéme est 


complétement intégrable (*). 


() Ganran, Bulletin de la Société Mathématique, p. 248, t, XXIX (1g01). 
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69. Exemples. — 1° Considérons le systeme de deux équa- 


tions simultanées du second ordre 


(g) PS (Yh ee Dw S)5 ee RITE mel Ca PD) 


& toute intégrale de ce systtme correspond une intégrale a deux 
dimensions M, du systéme de Pfaff 4 6 variables x, y, 2, p, q, 8. 


(10) w= pdx + qdy — dz=0, 
w, = fdx + sdy—dp=0, ,=sdx + ¢dy—dq=o0. 


Inversement toute intégrale M, du systeme (10) donnera une 
intégrale des équations (g), pourvu que les équations qui définis- 
sent M, ne donnent qu'une relation entre x, y, z. Formons o',, 
ws, @', 3; en y remplacant dz, dp, dq, 6z, 4p, 5g par leurs expres- 
sions au moyen de dx, dy, 4.x, dy tirées des équations (10) elles- 
mémes, 1] reste ; 


== Ot. == ee (dady— dysx) + ar (dxss—dsix) + dyds — dsoy, 


ola [dydan—dacdy] + 2% (dy8s—dsdy) + dards — dards, 


ou Von a posé, pour abréger, 


d ni one: ry ry 

de de t peP tat +g 
eh 2 2 A, 

LT ee NEO ey sagt 


En égalant a zéro les coefficients de dx, dy, ds dans wo’, et w',, on 
obtient les six relations suivantes pour définir les éléments carac- 


téristiques 
af of 7. df af 
eT — ds— . —— dxrz—dads= peo aN Asks 
a di UPa 55 SO: os dx—ds=o, x dx+dy=o, 
de Bere: do ERO i 08 
oe dy —ds=o, ie da =e IS=, Be dy +dx=o0. 


Parmi ces équations, il y en a toujours au moins deux de dis- 
tinctes ; la classe du systéme (10) est done cing ou six. Pour que 
le systéme soit de classe cing, il faut et il suffit que le systeme (11) 
se réduise a deux équations seulement. En égalant les deux 
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] : dy Ae aie 
valeurs de ie on a une premiére condition 


af Io 
12 Cate t 
( ) os as : 


En égalant ensuite les expressions de ds tirées des autres rela- 
tions, on obtient une nouvelle condition seulement 
dg 3 
doves: \. dy, 
Si les deux conditions (12) et (13) sont satisfaites, les équations (10) 
et (11) se réduisent 4 cing équations; il y a une famille de courbes 
caractéristiques, déterminées par les équations différentielles 


dy——~dxz, dz=pdx+qdy,. dp=fdx-+ sdy; 


(1h) - 
dq==sdx + ody,  ds=— dx. 
: dy 

Toute intégrale 4 deux dimensions M, est engendrée, d’aprés 
la théorie générale, par une famille de caractéristiques issues des 
différents points d’une intégrale 4 une dimension du systéme. Il 
suffira, pour obtenir celles-ci, de trouver six fonctions 2X), Yo, Zo; 
Por Joo S) d'un parametre « vérifiant les équations 


4 Lo 
= G 
Ae Girt ee + Jo 


2Yo oPo IX aWo 
5) hg me So ’ 


oa oa ou ou 


(15) 


nv Oa eee 

Le systéme (9) est dit alors en involution, et admet une infinité 
dintégrales dépendant d’une fonction arbitraire. Pour résoudre 
le probléme de Cauchy, c’est-a-dire pour déterminer les intégrales 
passant par une courbe donnée, on peut supposer 2%, Yo, 2) don- 
nées en fonction de «; les équations (15) déterminent alors py, Jo, 
s, par Vintégration d’une équation différentielle du premier ordre. 
L’intégrale cherchée M; est le lieu des multiplicités caractéristi- 
ques issues des différents points (2, Yo: Zor Por Jor So) ainsi obte- 
nus (‘), On remarquera que le probléme de Cauchy, admet une 
infinité de solutions dépendant d’une constante arbitraire. 


(1) E. Goursat, Journal de Ecole Polytechnique, 2° Série, 3¢ cahier (1897), 


p. 102. : By he rae 
BE. Garran, Annales de U Ecole Normale Supérieure t. XX VII, 3° Série, (1910), 
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»° Soient a et b deux fonctions des cing variables 2%, y, 2, ps 
et d'un paramétre u. Kn éliminant ce paramétre wu entre les deux 


‘ 


relations 


(16) 


r—us —a=—od0, 
¥— Ul = 0 == 0, 


on obtient une équation aux dériyées partielles du second ordre 
W(2cy; 25. Py'Gs 15 Sst) — 0, 
dont l'intégration revient a celle du systéme de Pfaff 


(is wo, = pdx + qdy—dz=o0, 
7) w, =udg + adx + bdy — dp=o. 


En remplacant dans o',, w',, dz, dp, 6z, 5p par leurs expressions 
tirées des équations (17) elles-mémes, et en égalant a zéro les coef- 
ficients de 6x, dy, 8g, du, on obtient les nouvelles relations 


udg + bdy=:0, bdx—dq=o, Shee 


5, ae + ay age iy 


da OG aU ODT ei, Oe 
(Sees cae dz 0) ay 
oa 0a od 
+(Rt4s)a + —du=0, 
da , da da 3b ob ob 
tors ae jas —as,) de 
ab ab 0b 4g 
ee 4 ak — =" du=o, 


oa ob 83 
(u se A) doe (u opt og) dy = da =eo. 


Les équations des deux premiéres lignes donnent dz = 0, dy=o, 
dq =o, a moins que les fonctions a et ne vérifient la condition 


oa 
ou 


ue L510: 
Uu 


Si cette condition est vérifiée, on peut poser 


qua lhl: YZ. Ps J, U) 


du 
18 
(18) ne 
arr 


— av, 


"wy vr 
ars 


* 
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' Y étant tine fonction auxiliaire de x, y, 2, p, g, wu. En écrivant que 
les trois derniéres équations donnent la méme valeur pour on 
obtient une seule condition nouvelle a laquelle doit satisfaire la 
fonction Y. Si cette condition est vérifiée, intégration de l’équa- 
tion aux dérivées partielles considérée est ramenée a l’intégration 
d’un systéme d’équations différentielles ordinaires, éelui qui définit 
les caractéristiques du systéme de Pfaff (17) (‘). 

3° On a déja remarqué (n° 18) que l’équation de Pfaff A 2n variables, 
dont Vintégration est équivalentée A ’intégration de l’équation du pre- 
mier ordre 


OZ ' Or Oz 
—-—f XH, Lay 22+, Uny Z5 —— 5 wees ’ 


OX, 0X2 Iz), 
est de classe 2n — 1. Cette équation admet donc des caracteéristiqués a 
uné dimension, qu’il suffit de déterminer pour que le probléme soit 
résolu. 
Considérons maintenant un systéme normal de r équations du pre- 
mier ordre (rS1), 


Oz | 5 MDS 
avn uae O04 =r, 


OE. ; 
4 = fi, 


O24 aD) 


(19) 


les seconds membres /; étant des fonctions des variables xj, des 7 foné- 
tions inéonnues £7, et de leurs dérivées du premier ordre par rapport 
aux variables 72,..., 2. A tout systéme d’intégrales des équations (19) 
correspond une intégrale a n dimensions M, du systeme de Pfaff 


(20) wi = fiday+ pidaz+...+ pindan—dzi=o (i=1,2,...,F), 


ou l’on a remplacé dans fj la dérivée i 
multiplicité intégrale 4 n dimensions M,, de ce systéme (20) correspond 
un systéme d’intégrales des équations (ig), pourvu que ®, Lo, ..., Ln 
soient des variables indépendantes sur cette multiplicité. En effet, les 
relations (20) prouvent que le long de Mn, toutes les variables zi, pik 
peuvent s’exprimér au moyen de 7, Yo, ..., Ln, et Von a 


par phk. Inversement, a toute 


Li y OLi ON Oi Di 
—— —=— Ff; "| 195) 4, 8 6 — Pin 
OX, 2 Le ee? ‘ o2n 


({) Pour étude des équations de cette classe, et leurs rapports avec les 
systémes en involution (g), voir E: Goursat, Legons sur lintégration des équa- 
tions aux dérivées partielles du second ordre (tome I, p. 210, tome II, p. 164- 
771), &t lé Mémoire de BE. Cartan cité a la page 277. 
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Il semble assez naturel de rechercher dans quels cas la méthode de 
Cauchy est applicable au systéme (19). Il faut pour cela que le systéme 
de Pfaff (20) admette des caractéristiques. 


Ona 


‘ 


wi = adfiday, ~ bfida, + dpizdx, —dx2d pis +... + dpindan—adxndpin, 


si ’on remplace dans df; et dfi les différentielles dzn, dzn par leurs 
expressions tirées des équations (20) elles-mémes, les éléments carac- 
téristiques doivent satisfaire aux relations obtenues en égalant a zéro 
les coefficients de da, ..., da,, et de tous les dpnk, aprés cette substi- 
tution. Le coefficient de dpnk, si h est différent de 7, est égal a 


afi 


OPhk 


. oe are NC ible ’ 

Si Pune des dévivées Zt (t Ah) v’est-pas nulle, on a donc, pour 
Phke 

un élément caractéristique, dx; =0; les équations »'j = 0 prouvent 


alors que l’on a, quel que soit 1, 
Diya OW das 05 AL Oy = Dig == On Oly Pin =a Osea, 


et par suite dzj = 0, pour un élément caractéristique. 

Il ne peut donc y avoir d’éléments caractéristiques pour le systéme 
afi 
PB 


de Pfaff (20) que si toutes les dérivées sont nulles lorsque h et ¢ 


le 


sont deux nombres différents. Le systéme (19) doit done étre de la 
forme 


oZi 


<i) . OZ{ Of] 
(19’) fi (a, Way 2 ey nd 21s Fay wos org 9 
2 


(se Aa 


Cette condition étant supposée remplie, le coefficient de dpis, par exem- 
ple dans w/; est 


of 
oPi2 


dx, —dx>; 


on doit done avoir, pour un élément caractéristique, 


ofi 


Pi2 


dx, +dx,= 0. 


On vient de démontrer que da, ne peut étre nul pour un élément 
: Nae ea oft 
caractéristique. Il faut done que Si 


soit indépendant de 7; il se réduit 


Pi2 
donea une fonction de a4, a2, .!)5 an fis .5 Za indépendante de 7. 
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Cn) 


oPiz OPin 


Il en est évidemment de méme de efi afi , et par suite la 


fonction fi est de la forme 


Vii Aspig +... + Anpin + Bi 


A ee eon Biss y oe Br he dépendant que de x1;..., Ln; £1, ..., Zr. En 
achevant les calculs, on vérifie que le systéme (20) admet des multipli- 
cités caractéristiques 4 une dimension, mais ce résultat était évident 
a priori, car le systéme est alors un systéme de la forme signalée par 
Jacobi (Lecons, Chap. IT, p. 99). 


4° Considérons le systéme des quatre équations simultanées 


02g 022 : . Be d22 2g 
= C —— cl 
(2%) I 49Xe Ava UE I,L3 | 24? ut da92 a 
225 ae Qe ; Qe 2 
f Ld, ore Ll! aCe Mates ae3 Cae 4 ll! 
ILL VX? > d252 da12 X92 H 


a une seule fonction inconnue 7; ¢, c’, ec", c’” désignent des constantes. 
En prenant comme inconnues auxiliaires 


oz OZ ns 022 o2s 


= = Wi Es 


1Ge , 2 3 

ax Dan 4 023° dane V9? 
Vintégration du systéme (21) se raméne a la recherche des intégra- 
les M; du systéme de Pfaff 


dz = pdx, + pod2 + p3dxs, 

dp, = udx, + (v + c)dx, + (u+v+e')dx;, 

dp2 = (v + c)da, + vdxz + (20+ ce" dag, 

dp, = (u+u+c')da, + (20+ e")dx, + (u+ 30+ e"\dxs, 


(22) 


pour lesquelles il n’existe aucune relation entre 7, 12,' 73. En égalant 
a zéro les covariants bilinéaires, on voit facilement que ce systéme 
admet une famille de caractéristiques 4 une dimension déterminées par 


les équations (22) elles-mémes jointes aux relations 
(23) CW = 0; pipe (OY da, = da, — dns. 


La caractéristique issue du point 24°, 29°, 3°, 2°, 71°, p2°, ps®, w°, v° de 
Vespace A neuf dimensions est représentée par les formules 


0 a a i Nt ga Ct L3 = 2° —t, 


(24) B=PpYr+(c—e)t, pa=pe+(e—e")t, ps=ps+(e'+e"— ee 
Uda 
Zag) (p,° + p2® — ps°)é + (c —c— cl + <P 


4 


¢ désignant une variable auxiliaire. 
lintégration est donc ramenée a la recherche des intégrales a deux 
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dimensions du systéme (22), Cherchons par exemple les intégrales 
pour lesquelles ag est égalé A une constante 7°, Le systéme (22) 
devient 
dz°= pid, + p2°dx»°, 

dp,° = uw°dax,° + (v° + ¢c)dx>2°, 

dpx® = (v° + e)dax,? + v°dx3°, 

dpy? = (a + v® + c')dary? + (20° + e")dats® ; 


Vintégration du systéme formé par les trois premiéres équations se 
raméne 4 Vintégration d’une équation aux dérivées partielles du second 
ordre 4 deux variables indépendantes 

0220 0220 


— i 
(25) 30,029 (dara)? ee 


é PE Mie Weak 
En prenant pour inconnue auxiliaire la dérivée 3048 
Ly 


; on est conduit a 


une équation du premier ordre, et on en tire facilement l’intégrale 
<b s see i Epa & eae ~ 
générale de l’équation (25), 


£9 = £929 + f (x19 + a") + 9 (x,°), 


; ; : aks ; d20 
f et ¢ étant des fonctions arbitraires. On a ensuite p,9 = a : 
OX, 
O20 
pe = 5) 
029 
220 2 
—, a pedi 
1 app eat + 0) + 9M") 
0 Lit al ear TN 0 
Oe (a9) == f"(@i® + x )s 


dp3° = [2af"(a,° + x29) + o"(x,°) + ec ]dax, + [2f"(ar® + 22°) + ec" |da2°, 
Ps? = Bf’ (ad J La!) = Bi (aA2) = eas! + etatg® + Gy 


€ étant une nouvelle constante. En remplagant 2°, p,°; p2°, p39 par les 
expressions précédentes dans les équations (24), les formules qui don- 
nent les valeurs de x4, x2, x3, 2, le long d’une caractéristique devien- 
nent 

Li) = 2, t, Lo = X29 +18, XH3 = £39 + fF, 


2 = C0r4°H99 + f(x49 + 22°) + wos 9) = he =e) oo" Ce = reas) ae 
; i 
+ (e— ec — el +t sei 


Il suffira d’éliminer 7, x,°, v29 pour avoir Vintégrale générale du 
systeme (21). 

Cet exemple est emprunté 4 M. Beudon qui a étudié une classe éten- 
due d’équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur A une seule 
‘fonction ifconnue, auxquellés on peut étendre la méthode de Cauchy 
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[Sur les systémes d’éqiiations aux dérivées partielles dont les caracteé- 
ristiques dépendent d’un nombre fini de paramétres; (Annales dé l Ecéle 
Normale Supérieure, t. XII, Supplément, 1896) |. Les systémes de M. Beu- 
don peuvent étre remplacés par des systémes de Pfaff, admettant des 


éléments caractéristiques. 


5° Soit 
(26) B(Ce9s2, D7. TS; 2) = 0 


une équation aux dérivées partielles du second ordre; pour plus de 
symétrie, au lieu de supposer l’équation résolue par rapport & l'une 
des dérivées du second ordre, nous supposerons qu’on a exprimé ces 
dérivées r,s, ¢ au moyen de x, y, z, p, g et de deux variables auxiliai- 


res u et v. L’intégration de l’équation (26) revient a la recherche des 


intégrales M, du systéme de Pfaff 4 sept variables x, y, 2, p,q, U,v > 


(27) o, = dz —pdx— qdy = 0; 
o,=dp—rdx—sdy=0, w;=dq —sdx—tdy=0, 


ou l’on suppose, s, ¢ remplacées par leurs expressions au moyen de 
L,/Y, 2, P, J, u, v. De plus, la multiplicité Mg doit étre telle qu’il 
n’existe aucune relation entré les variables x et 7 le long de cette mul- 
tiplicité. Le systéme (27) n’admet pas d’éléments caractéristiques. En 
effet, supposons, pour simplifier, que r et s soiént indépendantes, de 
fagon qué l’on puisse prendre r= uv, s =; on a alors 
o's = drdx —drda + dsdy — dsty ; 
pour un élément éaractéristique, on devrait done avoir 


dco, dys0, dr=o, dso, 

et par suite 
dz=dpZdg =o. 

Mais on peut quelquefois remplacer le systéme de Pfaff (26) par un 
systéme de deux équations admettant des éléments caractéristiques. 
Supposons, en effet, que l’équation (26), o4 Von regarde a, y, 2, p,q 
comme des paramétres, et r,s, 4 comme les coordonnées d’un point de 
Vespace a trois dimensions, représente une surface réglée dont les géné- 
ratrices sont paralléles a celles du céne ré—s?= 0, On peut alors 
prendre pour r, s, ¢ des expressions de la forme suivante 


r= fit ov, safe+ ovo, t= f; + fv, 
fis fate y, ¥ étant des fonctions de x, y,£;p; 7, u. Les deux derniérés 
équations du systéme (27) devierinent 


ay = dp — (fit poder (fat pbo)dy =o, 
ois = dg = (fo + o)dax — (fo + wv)dy = 6, 
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On en déduit immédiatement une combinaison ot ne figure plus la 
variable v, 


wo, = bos — 903 = vdp — odq — (fib —frg)dx — (fod — fsp)dy =0, 


et ’intégration de l’équation (26) peut aussi étre remplacée par Vinté- 
gration du systéme de deux équations de Pfaff a six variables 


4 =O, wo, =O. 


Or ce systéme est de la forme du systéme (14) considéré plus haut, et 
nous avons observé qu'il peut admettre des éléments caractéristiques (?). 


70. Eléments singuliers. — Soit (dx,, dx2, ..., dx,) un 
élément linéaire intégral e, non caractéristique (pour abréger, 
nous représenterons un élément linéaire intégral par l’une des let- 
tres e@, ¢,). Les éléments linéaires intégraux <, en involution 
avec ¢, sont déterminés par le syst¢me des or équations linéaires 
€N 020) 5. 6235s). 14,0 L,5 


(28) an Fea: 


qui se réduisent a 2r — q équations linéairement distinctes (¢ pou- 
vant étre nul), si élément considéré e, n'est pas pris d’une fagon 


\ 


(‘) Il semble paradoxal au premier abord que l’intégration d’une équation 
aux dérivées partielles du second ordre puisse se ramener 4 l’intégration 
dun systeme de Pfaff sans éléments caractéristiques, et aussi quelquefois a 
Pintégration d’un autre systeme de Pfaff admettant des éléments caractéris- 
tiques. Mais il faut remarquer qu’A une intégrale M, du premier systéme ne 
correspond pas toujours une intégrale M’, du second, Par exemple l’intégra- 
tion de l’équation r¢ - s?= 0 peut se ramener & l’intégration du systéme de 
trois équations de Pfaff 


(2) dz - pdx —qdy=o, dp—rdx — sdy=o, rdq—rsdx — s*dy =0, 
et aussi a Vintégration du systéme de deux équations 


(2’) ls —pdx— ody=o, dp—udq=o, ot greet Se 
i hn r 


Le systéme (¥) admet l’intégrale M, représentée par les cing équations 


= (1s =. smax+ byte, jie r+sf"(x)=0, 
s+ ifi{x) =o, 

ou a, b, c sont des constantes arbitraires, f(a) une fonction arbitraire, x et ¢ 
les deux variables indépendantes. A cette intégrale M, correspond une inté- 
grale M’, de (3'). Il est & remarquer que tous les éléments de cette inté- 
grale M,,sont des éléments singuliers du systéme (3’) (voir n° 70), Il est évi- 
dent d’ailleurs qu’a cette intégrale M, ne correspond pas une intégrale de 
Péquation du second ordre rf —s? = 0, au sens restreint du mot. 
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particuliére. Les éléments linéaires intégraux en involution avec e, 
forment.donc en général, pour un élément de situation générale, 
une multiplicité a m— oar + gq dimensions. Mais pour certains 
éléments linéaires intégraux, il peut se faire que le nombre des 
équations (28) linéairement distinctes soit inférieur A 27 — q, sans 
que les r équations »'; =o soient des conséquences des relations 
#i(8) = 0. Nous dirons que ces éléments linéaires intégraux sont 
des éléments singuliers. 
Considérons par exemple le systéme de Pfaff 


w, = dz — pdx — qdy =0, 
(29) w,—=dp — fdx — sdy=o, 
: w,=dg — sdx — tdy =o, 


auquel conduit Vintégration de léquation aux dérivées partielles 


du second ordre f 


(30) TEs U2) Psy Ss't)s 
On a vu, au numéro précédent, que ce systeme n’admet pas 
d’éléments caractéristiques, mais il admet des éléments singuliers. 
On vérifie immédiatement que la relation 


w', = dpbsx2—dxsp + dqsy — dyig =o 


est vérifiée par deux éléments linéaires intégraux quelconques. On 
a ensuite 


w's = dfsx— sfdx + dsdsy — dyds, 


ou, en tenant compte des équations (29) elles-mémes, qui donnent 
les expressions de dz, dp, dq, 5z, 5p, 4g au moyen de dx et dy, 
ou de 6x et dy, 
w's=|(Y + gZ+ Ps + Oddy + Sds + Tdt]bx 
+ [ds —(Y + qZ-+ Ps + Qé)dx|sy 
— (Sdx + dy)8s —Tdxst; 
A say) marels bay Ss 

xX=—, Y NP ai 

on a de méme 


w!, = dsda — dxds + dtdsy — dyst. 


Les deux équations w’, =o, w',==0 déterminent les éléments 


’ 
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intégraux (dx, dy, 6s, of) qui sont en involution avec lélément 
intégral (dx, dy, ds, dt). Si cet élément est quelconque, les deux 
équations w',—=0, o',= 0 sont distinctes, et lon peut choisir 
arbitrairement les rapports de deux des différentielles 6x, oy, 
ds, 8¢ a lune d’elles. Pour que l’élément (dx, dy, ds, dt) soit un 
élément singulier, il faut et il suffit que les deux équations ',; =o, 
w's == 0 ne soient pas distinctes, quand on y regarde 6x, dy, os, ot 
comme les inconnues. On doit done avoir, pour un élément singu- 
lier, 

(Y+qZ+Ps+ Qtidy +Sds+ Tdi ds—(Y+qZ+Ps +O0l)da 

ds dt 
Gy _ Sdx+dy _ Tdx 
dx OD ter 


En égalant les deux derniers rapports, on obtient une équation du 


second degré en dx et dy 

(32) dy? + Sdxdy — Tdx?=0, 

qui admet en général deux racines distinctes 
dy =m<dx, dy =mdx. 


Si lon prend par exemple dy =mudz, on yoit facilement que 
les équations (31) se réduisent a deux équations seulement 


dy == 7140, 


Ge) Tdt — mds + m(Y + qZ+ Ps + Qt)dx=o. 


Kn adjoignant ces deux relations aux équations (29), on a un sys- 
teme de cing équations de Pfaff a sept variables x, y, 2, p, q, 8, ¢, 
qui définissent une famille d’éléments singuliers du systéme (29). 
On obtient une seconde famille d’éléments singuliers en rempla- 
gant m, par my. 

Le systéme de Pfaff formé des cing équations (29) et (33) admet 
une infinité d’intégrales & une dimension, dépendant d’une fonc- 
tion arbitraire, car on peut prendre pour l’une des variables s ou ¢ 
une fonction arbitraire de «x, et l’on a un systéme d’équations dif- 
férentielles ordinaires pour déterminer les cing autres variables 
en fonction de x. Ces multiplicités sont les caractéristiques de 
Monge de Véquation (80) et du systeme (29). Les multiplicités 
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caractéristiques dont il a été question jusqu’ici, et qui ue dépen- 
dent que d’un nombre fini de constantes arbitraires, sont les carac- 
téristiques de Cauchy. 

Considérons encore un syst¢me de deux équations de Pfaff a six 
variables 


wo, —=A,dx,+ A,dx, +... + Ajdx, 
w, == B,dx, + B,dx, +...+ B dx, 


I 


(34) 


ces deux équations étant distinctes, on peut les résoudre par rap- 
port a deux des différentielles qui y figurent, par rapport a da, 
et dx,, par exemple, Cela étant, si, dans les covariants bilinéaires 
o',, ©, on remplace dx,, dx,, 5x2,, 52, par leurs expressions au 
moyen de dx, ..., da,, 8x,, ..., 8x,, les deux équations w', =o, 
w', =o prennent la forme 


aa! Se > A je(dxiixr— dxp6xi) = 0, 
Chl ae Rees 
w!, == Da Bix(dxidxcp—- dap82;)= 0, 
i, Rk 
(Cs ea s-2, 3.4); 5, 


H 


les coefficients Aix, Bye s'exprimant au moyen des fonctions Aj, Be, 
et de leurs dériyées partielles du premier ordre, 

Tout systeme de valeurs non toutes nulles (dx,, dx,, dx, dx) 
définit un élément linéaire intégral e, du systtme (34), issu d’un 
point (x4, @,..,, 2) de espace a six dimensions, Ce point étant 
supposé déterminé, et de situation générale, les éléments linéaires 
intégraux qui en sont issus forment une multiplicité a trois dimen- 
sions, Si l'on considére dx,,dx,, dx, dx, comme les coordonnées 
homogénes d’un point dans l’espace a trois dimensions, on peut 
dire qu’a tout point m de l’espace a trois dimensions correspond un 
élément linéaire intégral e, du systeme (34), et réciproquement, 
Soient e,,¢, deux éléments linéaires intégraux en involution du sys- 
téme, m et » les points correspondants de l’espace ; nous dirons 
aussi, pour abréger, que ces deux points sont en involution, Les 
coordonnées (da;), (Aaj) de deux points en involution doivent satis- 
faire aux deux relations (35), qui sont en général distinctes. Le 
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point m étant donné, le lieu des points » en involution avec mm est 
done en général une droite D issue de ce point, et, d’aprés la forme 
bilinéaire des relations (35), on yoit que deux points quelconques 
de cette droite D sont aussi en involution. Tout élément intégral e, 
est donc en général en involution avec ox! éléments linéaires inté- 
graux issus du méme point. 

Cette conclusion est en défaut pour certains éléments intégraux. 
En effet, les relations (35) expriment que la droite D qui joint deux 
points en involution m et u appartient a une congruence linéaire. 
Supposons, ce qui est le cas général, que les deux directrices A,, A, 
de la congruence ne sont pas dans un méme plan. II est évident 
eéométriquement que, si le point 7m n’est pas situé sur l'une de ces 
directrices, le lieu des points y. en involution avec m est la droite 
D passant par M et qui rencontre A, et A,. Mais si le point m est 
sur la droite A,, par exemple, ce point est en involution avec tout 
point » du plan passant par m et par A, ; l’élément intégral cor- 
respondant e, est donc en involution avec «* éléments linéaires 
intégraux¢,. Il y a par conséquent deux familles distinctes délé- 
ments intégraux singuliers, représentés par les points de deux 
droites A,, A,, qui ne sont pas dans un méme plan. La discus- © 
sion géométrique prouve de plus qwil n’y a pas d’élément carac- 
téristique et le systéme (34) est de sixiéme classe. 

I] peut aussi y avoir a la fois des éléments caractéristiques et des 
éléments singuliers non caractéristiques. Supposons en effet que 
la congruence définie par les deux relations (35) soit une con- 
gruence singuliére, composée des droites situées dans un plan P, 
et des droites qui passent par un point déterminé O de ce plan, 
pour toutes les positions du point (a, x2, ..., 2%), Le point O est 
en involution avec tout autre point de l’espace; chaque point 
(Z,, ...» £,) est done Vorigine d’un élément caractéristique, et le 
systeme (34) est de cinquieme classe. Mais ily a aussi des éléments 
singuliers non caractéristiques. En effet, tout point m du plan P 
est en involution avec un autre point quelconque » du méme plan, 
tandis qu'un point m hors du plan P n’est en involution qu’avee 
les points de la droite Om. Tous les points du plan P*représentent 
done des éléments singuliers qui sont en involution avec o? élé- 
ments intégraux, tandis qu’un point quelconque de Tespace (en 
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dehors du plan P) représente un élément intégral qui n’est en 
involution qu’avec oo! éléments intégraux. : 

Dans le cxs général ou les deux directrices de la congruence ne 
se coupent pas, chaque point de l’espace & six dimensions est |’ori- 
gine de oo! éléments singuliers de chaque famille, définis par qua- 
tre équations linéaires en dx,, ..., da,. Il existe done une infinité 
de multiplicités intégrales 4 une dimension, dépendant d’une fonc- 
tion arbitraire, dont tous les éléments linéaires sont des éléments 
singuliers ; ce sont les caractéristiques de Monge du systéme. 

Pour déterminer par le calcul les éléments singuliers du sys- 
téme (34), considérons une équation quelconque de ce systéme 
X= rho, + poo=o0, ou Let » sont des fonctions prises arbitraire- 
ment des six variables ; on a 


QO! = (hw, + [L9)! = ho’, + poy, (mod. ,, ©,), 


ou, en remplagant w’,, w',, par leurs expressions (35), 


Qa! =} Aue + pBix)(dxipsx~ — dxrp~dx}) (Ce Ts Bell). 
Vals 


? 


La forme symbolique 0’, que l’on peut encore écrire sous forme 


abrégée (n° 22) 
= >, QAin + pBin)dxider, 


Heli 


est en général de rang quatre, si Xet » sont quelconques Pour 
qu'elle soit de rang deux, il faut et il suffit que le déterminant de 
Pfaff formé par les coefficients }Ai~ + »Bix soit nul, Or ce déter- 
minant est le carré d’une forme homogeéne du second degré 
en i, », qui s'annule en général pour deux valeurs différentes du 


rapport — . On peut donc, en général, trouver deux formes dis- 
ue 


‘ 


tinctes Q, = Ayo, + py, Q,==AyM, + Yow, telles que les deux for- 
mes symboliques 0',, 0’, soient de rang deux, ce qui conduit a des 
relations de la forme (n° 32) 


01, = (Ayo, + pyH2)' = 30,4, 
0!, = (Aw, + [yWo)’ = O50, 
G, Prob, 49 


2 ciate 4 
i 3 
% 
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. . , ft 7 
(3, 4, Os, @, Clant de nouvelles formes de Pfaff, Tous les éléments 
linéaires intégraux qui vérifient les quatre relations 


®,=0, ), =O, W. —=0, wo, =0 


sont donc en involution avec tous les autres éléments linéaires inté- 
graux du systéme (34) relativement a l’équation i, + 42,0 ; 
ce sont des éléments singuliers. La seconde famille d’éléments sin- 


euliers est définie de méme par le systeme d’équations (") 


o,==0, ,—=0, o,=— 0, We == 0. 


71. Recherche des éléments singuliers. — Les r équa- 


tions d’un systeme de Pfaff S étant supposées résolues par rapport 
i da,,dx,, ...,dxp, nous avons 


(36) ow) = V Ain donde — AXLKSL), (mod. «4, ,--., r) 
hk 


(Geet 24 Say Ps (hj heer ately aa Bly 


les coefficients Ajny, étant des fonctions des n variables x;. Ordon- 
nons les r équations w';= 0 par rapport a 6a%;44, ..., 5p ; le coef- 
ficient de da, dans l’équation w’;=0 est 
nr 
Aingadxn, (£221, 2, 2 oes 0 5 Lee ste dG neat 
hart 
Soit s lerang du tableau T, 4 n—rcolonnes et a r lignes formé 
par ces coefficients, c’est-a-dire ordre des déterminants de l’ordre 
le plus élevé de ce tableau, qui ne sont pas tous nuls identiquement, 
quels que soient dxp44, dxp+2,..., dn. Ce nombre sg est, le carac- 
tére du systeme S (*), Les r équations wo, ,.., w/p»=0 8e 
réduisent a s ¢quations linéairement distinctes pour détermi- 
ner o%pi4, -,., 4% lorsque dap41, ..., dan ont des valeurs arhi- 
traires ; il est clair, d’aprés cela, que ce nombre s est un invariant 
du systéme. 
Supposons, pour fixer les idées, que les équations o';=0,..., 


(') Pour une étude plus compléte du systéme de deux équations A six 
variables, et les rapports de ce systtme avec le probleme de Baclelund, je ren- 
verrai le lecteur & un mémoire récent que j’ai publié dans les Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, t. X, (1918), pages I-09. 

(?) E. von Wenger, Zur Invariantentheorie der Systeme Pfaffscher Gleichungen 
(Leipz. Berichte, pp. 207-229, 1898). 
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’ . . . . , ; aes wale . r 
's==o soient linéairement distinctes ; un élément linéaire intégral 
(Sx, ,.., 8x) en involution avec |’élément (dx,, ..., dxn) doit véri- 
fier les r + s conditions 


OKO) == 105 «hk O(O =O = =O, ne Ws == 0, 


et celles-la seulement. Si par exemple on a n=or—q, les 7 
équations w';—=0, ..., ©,»—=o ne renferment que r — q inconnues 
OLp44, +++) OLap—g, et elles admettent toujours une solution évi- 
dente S241 = dxXpis, ..., SLer—q = AXer—q; elles comprennent 
done au plus r— g—1 équations linéairement distinctes, quels 
que soient dx;41, ...,; AxLar_g, et par suite s est au plus égal a 
(le Wf 

Pour qu'un élément (dx,41, ..., dx,) soit un élément singulier, il 
faut que les r équations w’;==o se réduisent & moins de s équa- 
tions distinctes et par suite que tous les déterminants d’ordre s du 
tableau précédent soient nuls. On obtient ainsi un certain nombre 
d’équations algébriques en dxp44, ..., dX, qui déterminent les 
éléments singuliers, Il est évident que ces équations forment un 
systeme covariant du systeme S. 

Soit 2 la forme auxiliaire Q= d,w, +... + pwr, OU Ay, «. 45 Ar 
sont des fonctions arbitraires des variables x;. On a 


YS (hoy 4 ose + Apr)! =e hyo + eters + dpor'p (mod. Why wee 9 Wp). 


La forme symbolique ),0’, +... + Apo’, ol. ne figurent que les 
différentielles dip41, ..., @Xn, SXLpsi, -.'., 82n, est de rang 20, 
lorsque les coefficients 4; sont pris arbitrairement (n° 32). Ce nombre 
pair 20 est, d’aprés F. Engel, le rang du systéme § (*); il est clair 
que c’est aussi un invariant du systeme S, Soit AQ, d., ..-, Xr) le 
déterminant symétrique gauche attaché a cette forme symboli- 
que 0’; ce déterminant est de degré n—r par rapport aux ij, et, 
d’aprés la définition méme du nombre g, il est de rang 29, c’est a- 
dire que les mineurs de l’ordre le plus ¢levé qui ne sont pas iden- 
tiquement nuls, quels que soient ),, 4, ..., sont d’ordre 29, Sup- 
posons en particulier s =r; nous ayons deux cas a distinguer ; 


(1) F. Enaet, Leipzig Berichte. t. XLI (1890). 
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1° Supposons n —r— 29, ce qui exige que n—r soit pair. Le 
déterminant A est le carré parfait d’une forme homogéne de degré o 


en y, Ay, ..-, A Supposons que les valeurs non toutes nulles 
y= V4) -e) Av—= Ur annulent ce déterminant. La forme corres- 
pondante 


py) + Uo0'5 a wee ft ypo'p 
est de rang 20— 20’ =2q inférieur a 29, et l’on peut la mettre 


sous la forme 
wy +... fb Upw'p = wD, +... + Woq—-1D 97 (mod. wj,*...; @#); 


D1) We, s+, Bog etant 2g formes de Pfaff distinctes. Tous les élé- 


ments linéaires intégraux qui satisfont aux 2¢ relations 
(3:7) W, == 0, We=— DO, ---» Wag — 0 


sont alors en involution avec tous les autres éléments linéaires 


intégraux de S relativement a l’équation 


- U4 =p one 4 Ue Op O. 
Les r équations w', 0, ..., o'p==0 se réduisent donc a s—1 
équations quand on y remplace dxp11, ..., dx, par des valeurs 
vérifiant les 2g relations (37). Par suite, les r + 2g équations 


®, == 0, -.-, ®p —O, @, — 0, ..-,Dgg—O 


définissent une famille d’éléments singuliers. Le nombre total de 
ces équations est au plus égal 4 r+ 29—2 =n — 2. A chaque 
systeme de solutions non toutes nulles de l’équation A(A,,..., 4)== 0 
correspond ainsi une famille d’éléments intégraux singuliers du 
systeme de Pfaff. 

2° Supposons que 20<n—vr, ce qui a toujours lieu si n—r 
est impair. Le déterminant AQy, ..., -) est identiquement nul et 
la forme Ayo", + ... + Aro’, est toujours de rang inférieur An — 7; 
quels que soient les coefficrents 4;, on a 


ay Ul 5 — 
Ayo, + oe $ po! p= ayo, +. + Bog -1Beqs (modz @.37... Wp) 


ol 2g < 29 <n — 7P, et les n + 2q équations 


®, == W,=—=... = Wp — 0,7, wD, —O,.- +) Weg —O 


définissent une famille d’éléments singuliers. 
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Il y aurait encore lieu de distinguer les éléments singuliers 
d’aprés le nombre des dimensions de la multiplicité formée par les 


éléments intégraux en involution avec un de ces éléments singu- 
liers. 


Reprenons, par exemple, un systéme de deux équations a six varia- 
bles (n° 70). Si les coefficients de ce systéme sont quelconques, les deux 
équations ', = 0, w'2 = o sont distinctes, et le systéme est de carac- 
tére deux. 

La forme symbolique )4e'; + ow’, est de rang quatre ; le nombre p 
est égal a dewxr, et nous avons vu qu’il y a bien en général deux 
familles d’éléments singuliers. Mais il peut se faire que les deux 
équations 

@h=—=0 On 0 (mod. ,, #2) 
se réduisent a une seule. Le systéme est alors de caractére un. Si l’on 
reprend l’interprétation géométrique du n° 70, on voit que la ligne 
droite joignant les deux points m, u, qui représentent deux éléments 
linéaires intégraux en involution appartient 4 un complexe linéaire. 
Si ce complexe linéaire n’est pas un complexe singulier, il n’y a ni 
éléments caractéristiques, ni éléments singuliers pour le systéme. 

Nous verrons un peu plus loin (n® 73) que ce systéme admet alors 


-une combinaison intégrable, ce qu’il est d’ailleurs facile de démontrer 


directement ('). Si le complexe précédent se compose des droites qui 
rencontrent une droite fixe A, tous les points de cette droite représentent 
des éléments caractéristiques; il y a donc 0? éléments caractéristiques 
issus de chaque point de l’espace a six dimensions, et le systéme est 
de quatriéme classe. 


(!) Annales de Toulouse (EG ILS)) 5 DA 7e 


CHAPITRE VII 


SYSTEMES DERIVES. PROBLEME DE MONGE 


72. Systemes dérivés. — Soit S un systeme de Pfaff der 
équations o;=o. Si l’on adjoint aux r formes de Pfaff w,, ,, 
...,r, des ‘formes auxiliaires o,, @, ..., ©, OU Pp—=N=ALy for= 


mant avec les premiéres un systeme de n formes linéaires distinc- 


tes, ona 
oj = De Athgohor = Gi, (mod. ©, 9,..., Wr) 
RR 
pRSTE RS Serer 
Les r formes symboliques Q,, Q, ...; Q7, qui s’expriment au 


moyen des p formes a; seulement, ne sont pas toujours linéaire- 
ment distinctes. Si, par exemple, on a une identité de la forme 


(1) (0, + 1,0. + eae =) (pC ee O, 


on aura aussi 
(1,0, + loos +... + lwp)’ =o (mod. Wyse oes Ops 


de sorte que deux éléments linéaires intégraux queleonques du 
systeme S sont toujours en involution relativement a l’équation 


Lo, + do, +... + bop=o. 


Sil y a r’ relations distinctes et r’ seulement de la forme (1) 
entre Q), 2, ..., Qr, on peut trouver r' équations distinctes du 
systeme S', telles que deux éléments linéaires intégraux quelcon- 
ques de S soient en involution relativement a ces r' équations. Le 
systtme S’ formé par ces r’ équations est appelé le systéme dérivé 
de S ; il est formé, comme on voit, par l’ensemble des équations 
de S telles que deux éléments linéaires intégraux quelconques 
de S soient en involution relativement A chacune d’elles. Si l’ona 
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Ce , ° : r - \ 
écrit les équations de S de fagon que les 7’ équations du systt¢me 
dérivé soient w'; == 0, ..., w' 0, on aura: 


if ' t 
07, S0o=> ... Sb’ =0 (Hbd. ©), 95 ..., Wr). 


Il est clair que ce systéme S' est le méme pour tous les systé- 
‘mes équivalents a S, et que c’est un covariant de S relativement a 
tout changement de variables, Si les r formes 0; sont linéaire- 
ment distinctes, il n’y a pas de systéme dérivé ; nous dirons que ce 
systeme S’ est nul. 

Lorsque le systeme S est complétement intégrable, le systeme S’ 
se confond avec S. Réciproquement, si S’ se confond avec S, tout 
élément intégral est un élément caractéristique, et le systéme est 
complétement intégrable. 

Soit S un systéme, non complétement integrable, de r équations 

ar -+ variables; les covariants bilinéaires s’expriment unique- 
ment au moyen du binédme dap4.48xp49 — dapsgbap44, et par 
suite le systeme dérivé se compose de r—1 équations. Il en est 
évidemment de méme de tout systéme de r équations et de classe 
r + 2, puisqu’on peut le ramener & un systéme ou ne figurent que 
r+ 2 variables. La méme propriété appartient 4 tout systéme 
de r équations, 4 un nombre quelconque de variables, admettant 
r—i combinaisons intégrables distinctes, sans étre compléte- 
ment intégrable. Il est clair, en effet, que si l’on prend pour 
Wjy Mg, se, Or—4 ces 7—1 combinaisons intégrables, on a w', =o, 
veey © p_4 =0 (mod. o,, Wo, ..., wr), et le seul covariant bilinéaire 
qui ne soit pas nul est w',. Ces deux cas sont les seuls ot le sys= 
teme dérivé contient une équation de moins que le systeme primi- 
tif (Voir n° 78). 

Pour un systéme S der équations ar + 3 variables, on verra 
de méme que le systéme dérivé se compose en général de 


équations. , 
En opérant de la méme fagon sur le nouveau systéme S’, 
obtient le systeme dérivé de S’, qu’on représente par S", et qu’on 
appelle le second dérivé de S ; S” a lui-méme un systéme dérivé S$", 
qui est le troisiéme dérivé de S, et ainsi de suite. En continuant 
ainsi, on finira par arriver & un syst¢me S() dont le systeme dérivé 
S(p+4) est nul, ou bien & un systeme S$”) qui est a lui-méme son 
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propre dérivé, et A partir de S'?) tous les systeémes suivants S(@t!), 

S’e+2), ..., sont identiques & S). Il est facile de trouver les sys- 
tomes S pour lesquels le fait se produira Si le systeme S(P) est a 

lui-méme son propre dérivé, ce systéme est complétement intégra- 

ble; s'il se compose de q équations, le systeme S admet donc ¢ 

combinaisons intégrables distinctes. Inversement, si le systeme S~ 
admet g combinaisons intégrables distinctes, et g seulement, on 

peut supposer que les g premiéres équations de ce systéme sont de 

la forme 


(2) (aoe Of ee OF, inh) Sy == Of pec 
il est clair que ces g équations font partie de tous les systémes 
dérivés successifs, et on finira par arriver 4 un systeme dérivé 
équivalent au systéme (2). Ceci donne un moyen, au moins théo- 
rique, de déduire du systeme S le systeme complétement intégra- 
ble @ordre maximum contenu dans S. 

Il est clair que tous les systémes dérivés successifs sont aussi 
des covariants de S, relativement a tout changement de variables. 


Exemple. — Considérons le systéme de trois équations de Pfaff a sept 
variables a, Y, 2, Ps:Qs% S- 


(S) w, = dz—pdx— qdy=o, 
#2 —= dp — rdx — sdy =o, 3; = dq —sdx — fdy = 0, 


auquel conduit lintégration de léquation aux dérivées partielles du 
second ordre 


(3) ea IG PEU PEA OR §p Ts) 


On a pour ce systéme 
a4 == 0 (mod. @4, 2, 3), 


et le systéme dérivé se réduit 4 Ja seule équation w'; = 0. En effet o's 
contient le terme drdx, et o's le terme dsJx, qui ne peuvent dispa- 
raitre dans aucune combinaison hw’ + vos, en tenant compte du sys- 
téme S lui-méme. On ne peut done avoir 


doo!g 0a =0 (mod. 4, 2, 3) 


sans avoir a la fois} =u—o, 

Le systéme de Pfaff S adone un systéme dérivé, composé d’une seule 
équation de classe cing. 

Inversement tout systéme de trois équations de Pfaff a sept variables 
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et de classe sept, possédant cette propriété, peut étre associé A une 
equation aux dérivées partielles du second ordre a deux variables 
indépendantes. Soient en effet 


6), = 0, @2 0, #3 —O 
un systéme de trois équations de Pfaff a sept variables, tel que l’on 
ait 
Mh 16) (mod. Bi, 9, 3), 
Péquation », =o étant de classe cinq. Supposons que l’on ait choisi 
les variables de fagon que cette équation ait la forme canonique 


o, =dz— pdx —qdy=o0; 


les deux autres équations #:,=0, #;=0 dependent en outre de deux 
autres variables u et v. Pour que l’on ait 


wo, =0 (mod 4, #2, #s), 


on voit aisément que le systéme des deux derniéres équations », = 0, 
3; = 0 doit pouvoir étre résolu par rapport 4 l’un des couples de diffé- 
rentielles (dp, dq), ‘dp, dy), (dq, dx), (dx, dy). Comme on peut, a l’aide 
d’une transformation de Legendre ou d’Ampére, permuter les varia- 
bles x et p, yet g, on peut supposer les deux derniéres équations du 
systéme mises sous la forme 


wos = dp —(adex + bdy + cdu+ gdv) =o, — 
m3 = dg — (aydx + bidy + edu + gidv)=0. 


Pour que »'; =o soit une équation dérivée du systéme, il faut et il 
suffit que l’on ait 


i310, C= 0; OF Ci=203 Ce 10- 
et le systéme est de la forme 
—_ 

w,—=ds—pdx—qdy=0, 

w= dp—adx—bdy=o, 

w3—dq —bdx = bydy=o, 
a, b, b, étant des fonctions de x, y, 2, p, g et des deux derniéres varia- 
bles uw et v. Ces trois fonctions sont done liées par une relation 
F(x, y; 2; P, 7, @ 5, 61) = 0; etle systéme de Pfaff précédent est associé 
a V’équation aux dérivées partielles 


Fi(ces.t5 2, Pedi ts 8>-2) —0- 
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Reprenons l’équation (3) et le systéme correspondant S. Soit 2(@, y) 
une intégrale Je cette équation ; nous poserons pour abréger 


oitk: 


eae 
Pih Ildy" 


L’équation (3) et celles qu’on en déduit par des différentiations 
répétées permettent d'exprimer toutes les dérivées pi au moyen des 
dérivées pio, pit. En particulier les quatre dérivées partielles du troi- 
siéme ordre s’expriment au moyen de &, y, 2, P, J, S; ¢, Pao, P2- 

Si l'on adjoint au systéme S le systéme des déux équations qui don- 
nent dr, ds 

(3) ( dr=padx + pudy, 
Q ds = podx + pirdy, 
on aun systéme de cing équations de Pfaff 4 g variables, que Von 
appelle Je premier sys¢éme prolongé de S. Si l’on y joint ensuite les deux 
équations qui donnent dps, dp2,, on a un nouveau systeme prolongé 
dé sept équations 4 onze variables et ainsi de suite. Le systéme 
S +a pour premier dérivé le systéme S lui-méme, et pour second 
dérivé léquation »;= 0. De méme, le second systeme prolongé a pour 
premier systéme dérivé le systéme S + &, et ainsi de suite. 


73. Systemes de caractére un. — Soit S un systeme de 
Pfaff de r équations dont le systeme dérivé 8’ se compose de 
r—1 équations. On peut supposer que ce systtme S’ se compose 
des r—1 équations »,=0, ..., wp = 0, de sorte que l’ona 


oo = w=... op =0, (mod. 4, we, ..., pr). 


Le systéme §S est évidemment de caractére wn, car la seule condi- 
tion que doivent vérifier deux éléments linéaires intégraux pour 
étre en involution est wo’, =o. 
Inversement, le systéme dérivé dun systéme de Pfaff de carac- 
tere un contient une équation de moins que le systéme lui-méme. 
Supposons que les équations du systtme S puissent étre réso- 
lues par rapport a dx, 44) +++) Ln (OU p= nN—?r); on, peut écrire 
alors 
wl; = ay Ainn(dxpSacz — AL}, SXLh) (mod. fay, ocey Or)oany 
hk 


(Ri 17), (a= tg Sead): 
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ce qui revient a prendre dx,, ..., dae, pour les formes auxiliaires 
yy Wey 0+ By (n° 72). Les r équations w/;—=o0, ot l’on considére 
OD ceroy bx, comme les inconnues, doivent se réduire A une seule, 
quels que soient dx,, ..., dz. Il faut pour cela que tous les déter- 


minants du second degré du tableau 


MAundecr MAvadecn he SAtondar 
Sandan SAondacp 63a SAcoadan 


MAnndap SArndxr Sen Arp xtlicn 
soient nuls. Supposons par exemple que tous les coefficients Aing 


ne soient pas nuls. Tous les mineurs du second degré formés avec 
les éléments des deux premiéres lignes doivent ¢tre nuls, et on a 


MaAounden MAsondarn SAvondor 
MAtudar es MaAtendrr oe SAtondarn 


Il faut pour cela que la valeur commune de ces rapports se 
réduise 4 une fonction /; des seules variables x;, 4 moins que l’on 
n’ait 


| ~l 
¥ Ayinhen = mi 3 Atindxp, 
Rk Rk 


(== ea, ste) 


~ Agindacn, = mj SS Aardxp, 
h k 


les coefficients m; ne dépendant que des variables. Cette derniére 

hypothése est a rejeter. En effet, toutes les formes de la premiére 
nay J ’ p 

ligne du tableau devraient étre identiques a un facteur pres. Or la 

premiére forme ne renferme pas dx,, la seconde ne renferme pas 

dax,, ..., la derniére ne renferme pas AL. Toutes ces formes 


seraient donc nulles, contrairement a Vhypothése. Il s’ensuit que 
toutes les formes de la seconde ligne du tableau ne different des 
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formes correspondantes de la premiére ligne que par le facteur (,, 
et ona 
ow, = lw,» (mod, 0, 9, «++, Mr): 


On démontrerait de méme que l’on a 
OV GO, (mod. ,, Wg, «++, Or), (Ve Oro ase te) 


et par suite 
(w; —ljw,)' = 0 (mod. «,, 9, +. r). 
Le systtme S admet donc un systéme dérivé formé des r—1 
équations 
oj —liw,= 0, (Fa BO noida TDs 

On a déja fait observer plus haut (n° 72) que tout systéme de 
Pfaff de r équations qui admet r—1 combinaisons intégrables 
distinctes, et tout systtme de Pfaff de r équations et de classe 
r+ 2, sont de caractére un. M. von Weber (‘) a démontré que 
ce sont les seuls systémes de caractére un. 

Supposons encore le systeme mis sous une forme telle que l’on 
ait 


Wg =O, s2ay ten =O (mod. ,, @,,..-,@r). 


On a par exemple 
‘ : 
Op == 1,04 = Tg ee Tony 


m, étant une forme de Pfaff qui ne peut s’exprimer linéairement au 
moyen de ,, 9, ..., @, Si elle n’est pas nulle identiquement. En 
prenant les formes dérivées des deux membres, il vient 


r ' y t 
TO 4 — WT, + Tg —WoTe +... O, 


et en remplagant ',, w',, ..., o', par leurs expressions au moyen 
de ;, @:, ..., ®p, on voit que lona 


YY 
Te 4 =="0,; (mod. w,, w.,..., wp). 


. ah . . 
De cette relation on déduit que le produit symbolique o',7,0, ... ©, | 
est nul, ce qui exige que l’on ait 


' —_ 
Cy = Mihi wry 


(') E. von Weser, Zur invariantentheorie der Systeme Pfaff scher Gleichun- 
gen (Leipzig Berichte, pp. 207-229, 1898). 
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puisque les formes 7, w;, ..., wp sont linéairement distinctes 
(n° 24). 


Tous les éléments linéaires intégraux qui satisfont en outre aux 


\ 


deux relations z,—= 0, y,—o0 sont donc en involution avec tous les 
autres éléments linéaires intégraux, et le systeme S est de classe 
r+ as, 

Pour que la conclusion soit en défaut, il faut que la forme 7, 
soit nulle. Le systeme S peut alors étre de classe quelconque, mais 
le raisonnement prouve que si S est de classe supérieure ar + 2, 
on a 7,0, cest-a-dire wo’, = 0 (mod. ws, ..., wr). On démontre- 
rait de méme que l’on a, dans ce cas, 


3 = 0, ..., 0 p=0 (mod. We, ..., r). 
Le systéme dérivé formé des r— 1 équations 
W, == 0, Ws ==0, -.-, Wr == 0 


est donc complétement intégrable. 


Remarque. — Si le systeme dérivé S' d’un systeme S de r équa- 
tions comprend 7’ équations distinctes, le caracttre de S est au plus 
égal a r—r’, car les r—r’ équations qui expriment que deux élé- 
ments linéaires intégraux sont en involution ne sont pas nécessaire- 
ment distinctes. I] revient évidemment au méme de dire que, pour 
un systéme de r équations et de caractére s, le nombre des équations 
du systéme dérivé est au plus égal ar —s. Mais il peut lui étre 
inférieur. Prenons par exemple un systeme S de r équations et 
de classe r+ 3; pour la question qui nous occupe, nous pouvons 
supposer que les équations ne renferment que r + 3 variables, et 
qu’on les a résolues par rapport a dx,, ..., AXp+3. On aalors 


w j—=Ai(dx,8x,—dx,bx,)+ Bi(dx,5x,—dx9x,)+Ci(dx,dx,—dx,dx-), 
eae Got corse 


et le systtme dérivé se compose en général de r—3 équations. 
Cependant le caractére du systeme est égal a deux, car les r équa- 
tions w'/;—= 0 admettent toujours la solution évidente 6x, = dx,, 
8x, = dx,, 8x,—=da;. Ce cas est le seul ou le systéme dérivé d’un 
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systeme de r équations et de caractire deux contient moins de 
r — 2 équations (*). 

D’une fagon générale, si le systtme S contient r équations et le 
systeme dérivé 7’ équations, le caractére du systéme est inférieur 
ar —r' lorsque la classe est égale ou inférieure a 27 —r", 


74. Transformations de contact prolongées. — Soient 
(A) XS Sh Oye Bo) Vesky Peky, Os les. Aaa 


des formules définissant une transformation de contact, pour les- 
quelles on a identiquement 


(5) dZ— PdX — QOdY = (dz — pdx — qay), 
ep élant une fonction de x, y, z, p, g. Les conditions du n® 54 


[Xap == 05 [X30 == 0; [Y; Piao; LPS Oile==o, 
[P,X]=p, [Q,Y]=e 


peuvent s’écrire encore 


; (ad), + (6¢)o4==09, 
(a@)o. +(6C)y,=0, 
(6) (ad),, + (bc),,=0, 
(2D) aa OC lee = 0) 
\ (ad)og + (bC)o3=(ad)19 + (bc),. = 0, 


ou sous la forme équivalente (Legons, p. 369) 


(AC)o3 + (AC),2 = 0, 
(bd)o3 + (b4),2= 0, 
(7) (cd)o3 + (cd). =0, 
(ab)o3 + (ab),.=0, 
(ad)o3 + (Ad) s2= (be)o3 + (BC) 49 = P> 


(') Voir le Mémoire cité de M. E, Cartan, Sur l’intégration de certains SYyS- 
témes de Pfaff de caractere deux (Bulletin de la Société Mathématique de 
France, t. XXIX, 1901, pp. 233-302). Il étudie en particulier certains systémes 
qu'il appelle singuliers, formés par des systémes de r équations qui com- 
prennent r —1 équations formant un systéme partiel de caractére un, et des 
systemes qui admettent r — 2 combinaisons intégrables distinetes, 
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en posant 


Z nS dX aX aX 
9 da? Bags 0 Dp? ta 
eye cd. aY dY 
4 das’ Gedy ap 4 og ’ 

d 

oe ean? eo tn en 

ae dy op og 

Ae Ls __ dP 7 pe 20 
earn Serer aa ae Sag * 

aS Sos Deane 2 
ject ae ae? dy dy ie arene 


(ad)ij= adj — ajdi, (bc)ij = bic; — bjci, 
Cae On, 2.3). 

Lorsque l’élément (x, y, z, p, g) décrit une multiplicité M, 
ayant pour support ponctuel une surface a, l’élément (X, Y, Z,. 
P, Q) décrit aussi une multiplicité DIL,, et nous supposerons que 
cette multiplicité a pour support ponetuel une autre surface %. 
Solent: zs = f(x, y) \’équation de la surface co, et Z=F(X, Y) 
Véquation de la surface 2. Les lettres r,s, ¢, R, S, T ayant la; 
signification habituelle, proposons-nous de calculer R, $8, T. au 
moyen de x, ¥, 2, p, J, 7, 8, t.On les déduit des deux relations 


dP =RdX + SdY, dQ =SdX + TdY, 
qui deviennent, en développant les différentielles dX, dY, dP, dQ, 
remplagant dz, dp, dq par pdx+qdy, rdx + sdy, sdx + tdy 
respectivement, et employant la notation convenue pour les déri- 
yées partielles des fonctions X, Y, P,Q, 
a,dx + b,dy + d,(rdax + sdy) + c,(sdx + tdx) 
=R[a dx + b,dy + d,(rdx + sdy) + e)(sdx + tdy)| 
+ S[a,dx + b,dy + d,(rdx + sdy) + ¢,(sdx +tdy)], 
a,dx + body + di(rdx + sdy) + ¢x(sdax + tdy) 
=S[a dx + body + d,(rdx + sdy) + ¢)(sdx + tdy)| 
+ Tla,dx + b,dy + d,(rdx + sdy) + ¢,(sda + tdy)}. 


En égalant les coefficients de dx et de dy dans la premitre 
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équation, on a un systéme de deux équations linéaires en R et S, 
d’ot Von tire 
(8) R= (ab)3, + (db) 5,7 + (ae)sit + [(ad'g1 + COI Gane DSi 
(ab)o, + (Ab jor + (ae) ort + [(@d)or + (CO)or 18 + (de)o1(7¢ —5?) 


) 
(9) S= (ab)o3 + (db)ogr + (ae)oz¢ + | (ad los + (€)o3]s + (de)o3(ré — s?) 
: (ab)ox + (db)oir + (ae) or¢ + [(42)o4 + (cd) oils + (de)os(ré — 8?) 


De la deuxiéme équation on tire de méme 
(gh) Gees (ab)a, + (ab)air + fae)ait + | (ad); + (eb) 24 |s + (de)ar(rt —s?) 
(ab)o, + (db) o47 + (2e)o1¢ + [(24)o1 + (€4)os 8 + (de) os(rt — s?)’ 


(gr) T= (26)o2 +(db)oar + (aC) oat + ['ad)oa + (Cb) o2 |8 + (de)ox(ré — s*) 
(ab)o1 + (db)oi? + (4e)oré + [(@A)o, + (€6)o1|8 + (de)o1(r¢ — 8?) 


Les valeurs de S fournies par les relations (g) et (g bis) sont 


identiques en tenant compte des conditions (6) et (7). 

Les formules (4), (8), (9), (9%) définissent une transforma- 
tion de contact prolongée, la transformation de contact propre- 
ment dite étant définie par les formules (4). En passant aux déri- 
vées du troisiéme ordre, puis du quatriéme ordre, etc., on aurait 
une suite indéfinie de transformations prolongées de la premiére, 
pourvu que la suite des dérivées des fonctions X, Y, P, Q, Z soit 
illimitée. 

Bornons-nous a la premiére transformation de contact prolon- 
gée, définie par les formules (4), (8), (9), (g!"). D’aprés la facon 
méme dont les expressions de R, S, T ont été déduites des fonc- 
tions X, Y, Z, P, Q, cette transformation remplace le systéme de 
Pfaff formé des trois équations 


(10) 


w, = dz — pdx — qdy =o, 
} wo, = dp — rdx — sdy =o, 
o, = dq —sdx —- tdy =0, 


par un systeme de Pfaff de méme forme 
(11) Q,—= dP — RdX — SdY = 0, 
3= dQ — SdX -- TdY = 0. 


En d’autres termes, le systéme de Pfaff (11) est un invariant, 
relativement a toute transformation de contact prolongée. 


| Q, = dZ— PdX —QdY = 0, 


. 
4 
\ 
f 
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Inversement, toute transformation 
(12) X=F,(z,y,2,p,9,7r, 8,1), -... T=F,(z, y,£,p,q,7, 8,6) 
pour laquelle le systéme de Pfaff (10) est invariant, est une 
transformation de contact prolongée. 

En effet, si la transformation (12) remplace le systeme de 
Pfaff (10) par le systeme (11), on peut dire que les équations (10) 
et (11) représentent le méme systeme de Pfaff écrit avec des varia- 
bles différentes. Le systeme dérivé de (11) doit étre remplacé par 
le systeme dérivé de (10) quand on effectue sur ce systéme (11) le 
changement de variables défini par les formules (12). Or le sys- 


teme dérivé du systéme (11) se réduit 4 la seule équation 0,0; — 


on a en effet 
o,—= dX3R — dR3dX + dYiS—dSFY,. 
o', = dX3S — dS#X + dYsT—dT#Y, 


et on ne peut avoir évidemment 
2’, 4+2,2,=0 (mod. 2,,2,, Q,), 


que si Yon a ?,=2,=0. Pour les mémes raisons, le systéme 
dérivé du systéme (10) se compose de la premiére équation de ce 
systéme. L’équation »,—o doit donc étre un invariant relative- 
ment 4 la transformation considérée, et l'on doit avoir identique- 
ment 


(53) dZ — PdX — QdY =o dz — pdx — qdy), 


quand on remplace X, Y, Z, P,Q par leurs-expressions tirées 
des formules (12). Ceci ne peut avoir lieu que si X, Y, Z, P,Q 
sont indépendants de r, s, ¢. Il suffit en effet de se reporter a 
la méthode méme qui permet d’obtenir toutes les transformations 
de contact. L’équation (13) prouve qu'il existe au moins une 
relation entre x, y, z, X, Y, Z, indépendante des autres variables 
Pp: 4-0 8,4, P, QO, BR, S, T. Supposons par exemple qu'il n’en 
existe qu'une, 
F(x, y, 2, X, Y,Z)=o. 


La relation (13) ne doit pas étre distincte de dF =o, ce qui per- 
met d’avoir les expressions de X, Y, Z, P, Q en fonction de x, y. 
G. Prob. 20 
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Z, p, J, et les cinq premiéres des formules (12) définissent une 
transformation de contact. 
La transformation (re) est foreément identique a la transforma- 


tion prolongée, puisque les relations 
dP =RdX + SdY, dQ =SdX + TdY 
doivent étre des conséquences des relations 
dz=pdx+qdy, dp=rdx+sdy, dq=sdy + tdy, 


ce qui détermine R, 8, T en fonction de x, y, 2, p, J, 7; $; ¢. 
Le raisonnement peut étre généralisé. Supposons que lesysteme 
de 6 équations de Pfaff a 12 variables 


dz— pdx —qdy=o0, .dp—rdx—sdy=o0, 
dq —sdx— tdy =o, 
(14) dr — pydx — po,dy==0, ds—p,,dx—p,.dy=o, 


dt — py,dx— posdy = 0 
soit invariant par un changement de variables 


(15) XP, (x,y, 2, Pp, J, 7, 8,1, Pos Parr Pr Boos 


: 
a Sa ig at aoe 


Le premier systeme dérivé du systeme (14) est formé des trois pre- 
micres équations de ce systeme, comme on le voit facilement. Le 
second systeme dérivé est formé de la seule équation dz — pdx 
— qdy =o. Cette équation devant étre invariante par la transfor- 
mation (15), il s’ensuit que les cing premiéres formules (15) défi- 
nissent une transformation de contact, et, en raisonnant comme 
tout a l’heure, on en conclut que les huit premieres formules (15), 
définissent la premiére transformation prolongée de cette transfor- 
mation de contact, puis que les formules (15), prises dans leurensem- 
ble, définissent la transformation de contact prolongée jusqu’aux 
dérivées du troisitéme ordre. Le raisonnement est évidemment 
général 

Ce résultat peut s’énoncer géométriquement comme il suit : 
Les seules transformations de espace qui changent deux sur- 
faces ayant un contact dordre supérieur au premier en deux 
surfaces ayant un contact du méme ordre sont les transforma- 


~~ 


{ 
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ttons de contact prolongées (!). Supposons par exemple qu’une 
transformation fasse correspondre a deux surfaces ayant un contact 
du second ordre, deux autres surfaces ayant aussi un contact du 
second ordre. Cette transformation est définie par des formules 
donnant X, Y, Z, P, Q, R, S, T en fonction de a, Wee ee DacQ are 
Ss, t, telles que les relations 


dZ — PdX —QdY =o, dP —RdX —SdY =o, 
dQ —SdX — TdY =o 
soient des conséquences des relations 
dz — pdx — qdy =0, dp — rdx -— sdy =o, 
dq —sdx — tdy =o. 


Cette transformation est donc une transformation de contact 
prolongée. 


75. Systémes de Pfaff 4 quatre variables. — Tout systéme 
de trois équations de Pfaff & quatre variables est un systeme 
d’équations différentielles ordinaires. Prenons un systtéme de deux 
équations a quatre variables 
(s) w, =A,dx, + A,dx, + A,dx, + A,dx,—o0, 

w,—B,dx, + B,dx, + Bydx, + B,dxv,=o. 

Si ce systéme n’est pas completement intégrable, le systeme 
dérivé S' se compose d’une seule équation 0,=,o, + 2,0, =0, 
qui peut étre de classe trois ou de classe un (n° 72). 

1° Prenons d’abord le cas général ot l’équation o,=o est de 
classe trois. On peut alors choisir un systeme de variables (y,, y, 
Ys, Y,) de fagon a ramener I’équation &,—=o0 a la forme canonique 
dy, — y,dy, = 0. Le systtéme S est remplacé par un systeme 
formé de l’équation précédente et d’une autre équation ot lon 
peut supposer que dy, ne figure pas : 

Q, = dy,— y3dy,= 9%, Q, = H,dy, + H,dy, + H,dy, =o. 
L’équation 


Q!' = dy38y, — dy3dy1 = 0 


(‘) Le théoréme est yrai aussi lorsque chacune des deux surfaces est assu- 
jettie & étre une surface intégrale d’une équation aux dérivées partielles dont 
Vordre est égal 4 celui de contact. 


= 


‘i i 
\ “me 
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doit étre une conséquence des deux relations 
H,dy, + H,dy,+ H,dy,=0, H,dy, + H3¢y, + H,dy,=0, 


ce qui ne peut avoir lieu si H, et H, sont nuls. Supposons H; 4 0; 
nous pouvons méme le supposer égal 4 — 1, ce qui donne 
dy;—=Hydy, + Hydy,, by; Hidys + Hey, 


\ 


et la relation Q’, = o deyient 


H, (dy,9y, — dye y1) = 9, 
d’ot' lon déduit que H, est nul. Quant au coefficient H,, il dépend 
nécessairement de la variable y, ; autrement les deux équations 


dy,—=yzdy,, dy,—H dy, 


formeraient un systeme completement intégrable. On peut done 
prendre ce coefficient H, pour la variable y, et, par conséquent, 
dans le cas général considéré, le systéme S peut étre ramené a la 


forme canonique (*) 
(I) dy2—Yysdy,=0,  dy;— ydyi=0, 


Yt, Yo, Y3, Y, Stant quatre fonctions indépendantes des varia- 
DleSkaet iad Dae 

2° Supposons que léquation 2, =o qui forme le systéme dérivé 
soit de classe un; on peut alors Vécrire dy,=o0, y, étant une 
fonction des variables x,, x, x3, 2, En prenant pour nouvelles 
variables y,, 2,3, x, par exemple, le systeme S est remplacé 
par un nouveau systéme 


dyj==10, | H,dx-+ Hoda. H,dx,—a, 


La derniére équation de ce systéme, ou l'on regarde y, comme un 
paramétre, n’étant pas complétement intégrable, peut étre mise 
sous la forme 


dy, — y,dy, + Kdy,=o0 


par un changement de variables portant sur les variables x,, 23,.x, 


(') Excev, Zur Invariantentheorie der Systeme Pfaff scher Gleichungen (Leipsig 
Berichte, t. XLI, p. 157-176). Voir aussi E. Garvan, Sur quelques quadratures 
dont V’élément différentiel contient des fonctions arbitraires (Bulletin de la Société 
Mathématique de France, t. XXIX, rgor, p. 118-130). 
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(n° 9). Le systéme S peut donc étre ramené a la forme cano- 
nique 


(ID) dy, =0, dy,—y,dy,=0. 


Enfin, si le systeéme S est complétement intégrable, il admet la 
forme canonique 


(IIT) dyp== 0; dys "a, 
En définitive, tout systéme de Pfaff de deux équations a 


quatre variables peut étre ramené a lune des formes cano- 
niques (I), (II), (ID. 

La forme canonique (I) convient au cas général ot le systéme S 
n’admet aucune combinaison intégrable, la forme (II) au cas ot il 
existe une combinaison intégrable, et la forme (III) au cas ow le 
systeme est complétement intégrable. La démonstration précé- 
dente fait connaitre en méme temps quelles sont les opérations 
nécessaires pour effectuer la réduction. Ainsi, dans le premier cas, 
ona a effectuer l’opération 3, pour ramener une équation de Pfaff 
de classe 3 a une forme canonique. 

Le systeme S étant ramené a une forme canonique, il est facile 
d’obtenir toutes les multiplicités intégrales. Laissant de cété le cas 
de la forme (III), ou la solution est évidente, nous voyons d’abord 
que les systemes (1) et (II) n’ont que des intégrales & une dimen- 
sion, dont il est aisé d’avoir les équations générales. Dans le cas 
‘de la forme (I), Vintégrale générale est représentée par les 


formules | 
Cee oy, 6, eS Os Ye), 


f() étant une fonction arbitraire, et il existe en outre des inté- 
grales singuliéres dépendant de trois constantes arbitraires, 


(17) yz, G, Ye—Ce, Y,—— Cz 

L’intégrale générale du systéme (II) est de méme représentée 
par les formules 
(18) Yzx=Qy, Yn = 4, Yel Oy Yas= Pte), 


et il y aen outre des intégrales singuliéres, dépendant de trois 
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constantes arbitraires, représentées par les mémes formules (17) 
que l’on vient d’écrire. On voit que, dans tous les cas, les multiplhi- 
cités intégrales 4 une dimension d’un systime de deux équations de 
Pfaff & quatre variables, non complétement intégrable, peuvent 
étre représentées explicitement par des formules ou figurent une 
fonction arbitraire et ses dérivées jusqu’au second ordre au plus, 
ou des constantes arbitraires en nombre fini, ou a la fois une 
fonction et une constante arbitraires. 


Exemples : 1° Le probleme de Monge (Legons, n° 42) est 
un cas particulier du probleme précédent. Soit a trouver tous 
les systtmes de trois fonctions x, y, z d’une variable vérifiant la 
relation F(a, y, 2; dx,dy,dz)=0, dont le premier membre est 
homogéne en dx, dy, dz. Supposons cette équation résolue par 
rapport af, 


Espa olay. 
Tg (G25 ge) s 


Pe Seeieee dy Aes 
si le second membre est linéaire en dn? OF est ramené a trouver 
8 by 


toutes les intégrales d’une équation de Pfaff a trois variables 
dz—= Adz + Bdy. Dans le cas général, en posant ow =e OMest 


ramené a trouver toutes les intégrales d’un syst¢me de deux équa- 
tions de Pfaff a quatre variables x, y, z, u, 


w= dy —udx—=0, . ws—=dz—f(a, y; 2, unjdx==0. 
Nous avons ici 


® == AUC — 0UdL, © ob = nf dudx — dudx ‘ 


et, par suite, l’équation dérivée du systéme est 


af ny of | 

Q=ds— fdx — =~ (dy—udx) =dz — “dy — | f—u~\dx=o 
I 5a | J ) au OS ent du ; 
et le probleme revient a ramener cette équation de Pfaff a une 
forme canonique, réduction qui exige, on l’a vu (n° 42), les mémes 
opérations que l’intégration d’une équation aux dérivées partielles 
‘du premier ordre, La solution générale est fournie par les courbes 
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my , ’ ’ . res , . . . 
intégrales d’une équation aux dérivées partielles; la solution sin- 
guliére, qui dépend de trois constantes arbitraires, correspond aux 
caractéristiques. 


2° Considérons ’équation & deux fonctions inconnues y et zg 
dz dy\ dy 
Tg ah (mye Ge Je Bay 8 ae): 


en posant oy =u, l’équation devient 


dz du 
de (Ly Y> z, 2D pee +B (XL, Y;2; 2), 
et lon est encore conduit & un systéme de deux équations de 
Pfaff & quatre variables, 
dy—udx=o0, dz—A(a,y,2,u)du—B(a, y,2,u)dx=0. 


De méme, étant données deux fonctions f(x,y), °(x,y), pour 
obtenir des fonctions x, y d'une variable, telles que les deux 


intégrales [fe y) da, fee. y)dz, ou les deux intégrales 
\ 


fee y)dx, fe (x, y) dy, puissent s’exprimer explicitement, 


il faut trouver sous forme explicite toutes les solutions de l’undes 
systémes de Pfaff a quatre variables, x, y, uw, v, 


(S,) du—f(x,y)dx=0, dvu—o(x, y)dx=o, 
(S,) du—f(x,y)dr=0, dv—9(x, y)dy=o. 
Remarque. — Les raisonnements de ce paragraphe peuvent étre 


généralisés, Soit o,=0, »,=0 un systéme de deux équations de 
Pfaff 4 un nombre quelconque de variables, telles que le systéme dérivé 
_se compose de la seule équation #;= 0. Si cette équation est complete- 
ment intégrable, la seconde équation du systéme 2 =0 peut étre de 
classe quelconque plus grande que un. Si V’équation », =o n’est pas 
complétement intégrable, on peut la supposer mise sous forme cano- 
nique 
4 == dy, — ys dy, —% =0, 

O, étant une forme de Pfaff de classe paire (si elle n’est pas nulle), ou 
ne figurent pas les variables y:, ye, ys, ni leurs différentielles. Par 
hypothése, on a 


w= dy,9y3 — dysty1 — 2, = 0 (mod. ,, 2), 
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ce qui exige que dy; figure dans 2. On peut done écrire cette 
équation 
2 = dys ee Aid — Oe, 


QO. étant une autre forme de Pfaff, ot ne figurent pas les différen- 
tielles dy,,dys, dy3. On doit done avoir 


dyn (Ardy: + Oa(d)) — dys (Ardy + 22(8)) +. 
= OY Q9(d) —_— dy, Q(0) aL OH, =o, 


quelles que soient les différentielles dy,, dy, ; il faut done que Von ait 


et par suite que la forme , soit nulle, puisqu’elle est de classe paire. 
Le coefficient A, ne dépend pas seulement de 1, y2, ys, car le systéme 
serait alors de classe deux, et coinciderait avec son dérivé. On peut 
donc prendre A; pour une nouvelle variable y,, et le systéme est 
ramené a la forme (I). 


76. Systemes de Pfaff a cing variables. — Nous étudie- 
rons encore les systemes de deux et de trois équations de Pfaff a 
cing variables. Etant donné un systéme S, de deux équations de 
Pfaff a cing variables x1, 2, ..., X;, on a vu déja (n° 67) que l’on 
a des relations 


@!) ——4 Ay (dar2dx3 os dax30 x2) + As (dx30x, os dx,0x3) + As (dx 022 —— dx20x,), 
to's = By (dx2dx3 _— dx39X2) + Ba (dax3day = dx40X3) + Bs (da,0x2 — dx,9x), 


(mod. Wi, a2) 


pourvu que les deux équations ,—= 0, »,—o puissent étre réso- 
lues par rapport adx,, dx. Les relations w’, =w', =o expriment que 
la droite qui joint les deux points m et p, de coordonnées (dx,, 
dx,, dx;) et (3X1, 3X, dx3) doit passer par les deux points P, et P, 
de coordonnées (A,, As, A;) et(B,, B,, B,), pour que les éléments 
linéaires intégraux (dx,, dx,, dx) et (dx,, dx, 62) soient en 
involution. Si les deux points P,; et P, sont distincts, ce qui est le 
cas général, il n’y a pas d’élément caractéristique, et tout point m 
qui n’est pas situé sur la droite P,P, représente un élément 
linéaire intégral qui n’est en involution avec aucun autre élément 
linéaire intégral. Mais il y a une infinité d’éléments singuliers 
représentés par tous les points de la droite P,P, ; deux points quel- 
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conques de cette droite représentent toujours deux éléments en 
involution. 

Soit , =o l’équation de la droite P,P, ; deux éléments linéaires 
intégraux représentés par deux points quelconques de cette droite 
étant toujours en involution, on a nécessairement 


U = ! = 
SOY er 8 Uy (OO: (mod. «, @s), 


et les cing formes de Pfaff w,, ,, , ©,, w; sont linéairement dis- 
tinctes.. Dans le cas contraire, en effet, tout élément linéaire 
vérifiant les cing relations 


), == Wo = W3 = , —— Opa () 


5 
serait un élément caractéristique, et le systéme ne serait pas de 
classe cinq. 

Il peut encore se présenter deux cas. Si les trois équa- 
tions », = 0, #, = 0, #, =o ne forment pas un systéme com- 
pletement intégrable, le systeme S, formé par les deux équa- 
tions », = 0, ,=o est le systeme dérivé du systeme 8S, formé 
par les trois équations w, 0, w,== 0, 0,0. 

Il n’en est plus de méme lorsque les trois équations o, = 0, 
®, = 0, #, =o forment un systeme complétement intégrable. Le 
systéme S, peut alors étre ramené a une forme canonique simple, 
comme nous le verrons un peu plus loin. 

Si les deux points P,, P, sont confondus, le systeme S, admet 
des caractéristiques 4 une dimension; il est donc de classe quatre 
et peut étre ramené 4 une des formes canoniques (I), (II). La forme 
canonique (II) convient au cas ou le systtme S, admet une com- 
binaison intégrable et une seule. Enfin, si lon a identiquement 


Oi; = 0.) o's = 0, (mod. ©,, 2), 


le systéme S, est de classe deux, et peut étre ramené a la forme 
canonique (III). 

Lorsque le systtme S, est de classe cing, on ne peut pas, en 
général, le ramener a une forme canonique, mais on peut, d’une 
infinité de maniéres, le ramener a une forme réduite ot ne figure 
qu’une fonction arbitraire. En effet, parmi les équations 


hw, + wg == 0, 


é 
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il y en a toujours une infinité de classe trois, car la condition pour 
qu’une équation de Pfaff a cing variables 


OQ —a,de,+a,dx,+ ... + a,dx;,=0 
soit de classe trois est que le déterminant 


iy Ajo villi Oj 


Op agase py gens 


sy Oey eee GrE-uae 


Opis ae sue 


soit nul (n° 7). En prenant pour Q la forme io, + po,, on est con- 
duit 4 une condition ot figurent les deux fonctions i, p., et leurs 
dérivées partielles du premier ordre. Si par exemple, 2 figure 
dans cette condition, on pourra prendre p. arbitrairement, et l’on 
a pour déterminer une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre. 

On peut donc toujours supposer que l*équation w, =o est de 
classe trois, et ramenée &.une forme canonique. Le systéme pro- 
posé peut donc étre écrit comme il suit, par un choix convenable 
des variables, 

o, = dy,— y,dy:=0, 
w,— Y,dy, + Y,dy, + Y,dy, + Y;dy;=0; 


les deux coefficients Y,, Y; ne peuvent étre nuls a la fois, car le 


systtme serait de quatri¢me classe. Soit K un facteur tel que 
Von ait 


- aU 

K[Y,dy, + Y;dy5|= = dy, + a dys 
a eb Us Ue 
= du dy,— > a dy. oe dy; ; 


en prenant U pour la variable indépendante y,, la seconde équa- 
tion du systéme peut s’écrire 


y= dy, —U, dy, —U,dy,=0, 


Yun au moins des coefficients U,, U, dépendant de la variable y;. 
Comme on peut permuter y, et y,, on peut supposer que U, dépend 
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de y, et prendre U, pour cette variable. Le systeme 8 est donc 
ramené a la forme réduite 


(IV) 0, = dy,— y,dy,=0, o, = dy, —fdy,—y;dy; =o, 


ou figure une seule fonction indéterminée 4 ORGRUR CRITE PURO AU Ey ROCs 
cing variables, 


Inversement, quelle que soit la fonction f, le systéme (IV) est de 
classe cing. On a en effet 


wy = dy SY3— dy5y,, 
r : a of . 
om [(E + Ea) Len)on 


O- od 5 
+ (i + = :) dy, — dys| dy, + [ dy, i 3 ay | ie 


(mod. ,, w,). 


Tout élément caractéristique devrait donc satisfaire aux relations 
dy, =0, dy, 0, dy,=o0, et.par suite aux relations dyz—dy,—=o0. 
On peut vérifier sur ces équations qu'il y a «4 éléments intégraux 
singuliers; en effet, pour que ces deux équations se réduisent a 
une seule, il faut et il suffit que l’on ait la nouvelle relation 


Og == OY + Fai) z="0;. 


Les éléments singuliers du systeme S, sont donc définis par le 
systéme S, des trois équations w, = 0, o,= 0, ©; =0, ou par le 
systeme équivalent 


Q, = dy, — y,dy, =, 
Q = dy, + (ys 3- —Sf) dy, =0, 
Ona 


2 
3+ 1, =o: 


OF —— Oo, 


' af 
Q,=Ys Fy 


: ; 22 A 
Oy (dy3sy, —dy,%y5)5 2's =o (dusty. — dy 9Ys)s 


(mod. Q,, Q2, 3), 


de sorte que le systéme S, est complétement intégrable lorsque / 
est une fonction linéaire de Ygy- ot dans ce cas seulement. Le sys- 
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téme S, peut alors étre ramené a une forme canonique. Soient, en 


effet, 
A=Qy,  fo= Cr, I= Cs 

Vintégrale générale du systeme S, ; les formules précédentes repré- 
sentent une famille de multiplicités intégrales 4 deux dimensions 
du systéme S,, telle qu'il en passe une par chaque point de 
espace. Si l’on a choisi un syst¢me de variables indépendantes 
telles que ys, =f, Yo=/e, Y3=fs il est clair que les différen- 
tielles dy,, dy,, dy, devront seules figurer dans les équations du 
systéme, qui peut par conséquent étre ramené a la forme cano- 
nique 


(VY) dyo= Ys4yr, Y= Ys Ys- 

Les intégrales & deux dimensions M, représentées par les équa- 

tions 

Yr= Gy, Yo = C,, yg = Cs 
doivent étre considérées comme des intégrales singulieres du sys- 
téme, puisque tous les éléments intégraux dy,—=o0, dy.=0, 
dy; =o sont des éléments singuliers. 

En résumé, un Systane de deux équations de Pfaff de classe 
cing peut étre ramené ala forme réduite (IV) lorsque les trois 
équations qui définissent les éléments singuliers ne forment pas 
un systéme complétement integrable, et ala forme canonique (V), 
lorsque ces trois équations forment un systéme complétement 
integrable. 

Dans le cas général, la réduction 4 la forme réduite (IV) est pos- 
sible d’une infinité de fagons, et la fonction / n’est jamais une 
fonction linéaire de y;. 


Remarque I, — Lorsque le systéme S; n’est pas complétement inté- 
grable, il n’admet aucune combinaison intégrable. En effet, pour 
que dF =o soit une combinaison des équations de Ss, la fonction F 
doit satisfaire aux relations : 


oF sam fo Eamon oF af Die or aaa 
27s wipe tl Oak, OV ane ous oY ie al Dye a 
et par suite a la relation 
af oF, ee 
By 58 SOys eeOYkt OYE ane 
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~ d2f) ' oF oF 
Si nest pas nul, on a done -—— .— = ‘ 
dys P , Bye + Ys aper oO, et i par 
sit OE cally aie. . : 
suite, SAT 0, puisque F ne dépend pas de y;. La seconde con- 
dition devient alors 
oF oF 
an) 
ayy a aye 1 ‘ 
; oF oF : - A saree 
et donne de méme — = =o, la fonction F se réduit done a une 
oY oY/2 
> constante. 
Remarque I7. — Lorsque f n’est pas une fonction linéaire de y; 
ona 
OQ, =0, (M2 — ¥3Q3)' = 0 (mod, Q;, 22, Qs). 


Or, le systéme 2; =0, 2 — y,Q3 = o-est identique au systéme So, de 
sorte que le systéme S» est le systéme dérivé de S3. , 


Remarque I/1, — Le systéme (IV) admet une infinité d’intégrales M,, 
dépendant de deux fonctions arbitraires d’une variable, dont on peut 
avoir les équations générales sous forme explicite. Si l’on pose, en 
effet, 71 = 4, yo=9(«), y,=— (a), on tire de la premiére y; = 9’ («), et 
la deuxiéme devient 


Y (a) = ysp"(4) + S(% 9(%)s 9'(@), (4); Ys). 


En la résolvant par rapport a ys, on aura une fonction déterminée 
de «, 9(«), o'(a), o"(«), (a), b(a). Le systéme admet, en outre, une 
famille d’intégrales M, dépendant de quatre constantes arbitraires 


i Oy, tl Yee Cn, ys=—C3, y=G,, 


et une famille dépendant de deux constantes et d’une fonction arbi- 
traire 


m=, yr=O, Yr=4 Yr=(*), Ys=y' (4). 

Considérons maintenant un systéme S, de trois équations de 
Pfaff a cing variables, non complitement intégrable. Ce systtme 
est de classe 5, et le syst0me dérivé S’, se compose, comme on I’a 
remarqué (n° 72), de deux équations distinctes. Mais le nouveau 
systeme S’, peut étre de classe 5, 4 ou 2. Nous nous occuperons 
d’abord des deux derniers cas. SiS’, est de classe 2, il est com- 
plétement intégrable, et peut étre, par un changement de variables, 
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4 sings. by! sd a 
ramené ala forme w,—=dy,—=0, »,=dy,—0. L’équation »; =0, 
qwil faut joindre aux précédentes pour avoir §,, est de classe 3 
quand on y fait y,=Cy y,=C’, et par suite le systtme 5, peut 
étre mis sous forme canonique 
(VI) dy,=0, dy,=0, dy,—ysdy,=09. 


Lorsque S’, est de classe 4, il peut étre, par un changement de 
variables, mis sous l'une des formes canoniques (I) ou (II). Sup- 
posons d’abord que S’, ait la forme canonique 


Oe dy,==6 * Gy = dy, — 1,04, —9, 


et soit w, =o la troisitme équation du systeme S,, renfermant 
dy», dy, et dy;. Pour que S’, soit le dérivé de S,, on doit avoir 


wo! = dy 8Y2— dy 26y, = 9, (mod. ©) ; 
’équation =o doit done renfermer dy,, et on peut l’écrire 
dy,—= Ady, + Bdys. 
La condition précédente devient donc 
B (dy38y.— dy.5Ys) = 0, 


et l'on en conclut que B=o. Le coefficient A ne peut étre indé- 
pendant de y;, car le systeme S, ne renfermerait alors que quatre 
variables. On peut donc prendre ce coefficient A pour la variable y, 
elle-méme, et le systeme S, est mis sous la forme canonique 


(VID) dy, 0, dys =yyx, dy, =Y54Yp- 


On voit de la méme fagon que, si le systeme dérivé S’, peut étre 
mis sous la forme canonique (1), le systéme S, peut étre mis sous 
la forme canonique 


(VIII) dy, = y;dy,, dy,=y ay, dy,= y5dy,. 


On voit en méme temps quelles sont les opérations nécessaires 


pour ramenér S, a l'une de ces formes canoniques. Par exemple, 


dans le cas de la forme (VIII), on a & mettre sous forme canonique 
une équation de Pfaff de classe 3. 

Passons, enfin, au cas ou S’, est de classe 5; le systéme S, est 
dit alors un systéme normal. Ainsi qu’on l’a démontré un peu plus 
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haut, on peut choisir un systéme de variables Tat You Ue fis -/¢-0e 
fagon que le systéme S’, ait la forme réduite (IV), ou la forme 
canonique (VY). Supposons d’abord que S', ait la forme réduite (IV), 
et soit w, =o Véquation qu'il faut adjoindre 4 S’, pour avoir le 
systeéme S,. On peut supposer que cette équation ne renferme que 
les différentielles dy,, dy,, dy;. Pour que l’on ait 


w= dy, dy, — dy,dy, =0 (mod. »,), 

il faut évidemment que «, renferme dy,, et l’on peut prendre 

w; = dy, — Ady, —Bdy,. 
Il vient alors 

o's) = B(dy,8y;— dy58y,); 
et on doit avoir B=o. En écrivant que l’on a aussi w',= 0 
(mod. ,, ©, 3), on trouve qu il faut prendre A= 5 , et le 
systéme S, est de la forme (voir Remarque II, page 317) 


(IX) o,=dy,—y,dyi=0, w= dy,—fdy:— y;dy;=0, 


ws; = dy, + a dy,=0, 


. of One i , 
ou = F est pas nul. On peut écrire ce systtme sous une forme 


2 


plus simple en apparence ; aT renfermant y;, on peut prendre 
5 


Y's 


— cc pour la variable y; elle-méme, et en remplacant dy, par son 

Ys 
expression dans »,==0, on peut prendre, pour forme réduite du 
systéme S,, la forme suivante, 
CX’) Q=dy,—yady,=0, 2% dy, — yy, =; 

Q,=dy;—F(y,, -.-5¥s)dy,=0, 
ou l’on a permuté les variables y, et y;. 
Le'systéme dérivé de ce systeme se compose de deux équations 
Q, = dy, — y3,dy,=0, 


oF 


oF oF 
= = Sees tear rd ‘ Vs ae F e== (0), 
OY O,= dys OY; dys + (y Oy, ) dy Pat 


Si F était une fonction linéaire de y,, ce systeme dérivé serait 


3 
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de classe quatre, et par suite le systeme 5, pourrait étre ramené a 
une des formes canoniques précédentes. On doit donc supposer 
que la fonction F n’est pas une fonction linéaire de y; pour que 
le systeme ([X’) soit un systeme normal. 

Lorsque le syst¢me dérivé S’, est de classe cinq, il ne peut étre 
ramené a la forme canonique (V). En effet, le systeme 


dy, —y,dy: = 9, dy, —- ysdy1=0 


ne peut étre le systéme dérivé d’un autre systeme de trois équa- 
tions, et de méme classe. L’équation », = o qu’il faudrait adjoindre 
aux précédentes pour avoir ce nouveau systeme serait de la 
forme 


dy,=Y,dy, + Y;dys5 


et l’on voit immédiatement que l’on devrait avoir Y,==0, Y; =o, 
de sorte que le systeme cherché serait de classe trois. 

En résumé, tout systéme normal S, de trois équations de Pfaff 
a cing variables peut étre ramené a la forme réduite (IX’), ow 
F n’est pas une fonction linéaire de y;. Le systéme dérivé de 8, 
peut étre ramené a la forme réduite (IV), et inversement tout sys- 
téme de deux équations de Pfaff (IV;,0u f n'est pas une fonction 
linéaire de y;, est le systéme dérivé d'un systéme normal de trois 
équations a cing variables. 

On voit de plus que tout systeme normal S, a cing variables 
peut ¢tre ramené, d’une infinité de maniéres, a la forme (IX’), ou a 
la forme équivalente (IX). Il suffit pour cela de ramener d’abord le 
systéme dérivé, formé de deux équations de classe cing, a la forme 
réduite (IV), ce qui est possible, on l’a vu, d’une infinité de 
manieres. 

Il est évident que l'on peut obtenir sous forme explicite toutes 
les intégrales M, d’un systeme canonique de l’une des formes (VI), 
(VI), (VHT), mais cela n’est pas possible pour un systéme normal, 
comme on le démontrera plus loin (n° '78). Si l’on pose, dans les 
équations (IX’),, yi=«, y-—9(«), on en tire y,=9'(a), y, =a), 
et y, est déterminé par l’intégration d’une équation différentielle 
du premier ordre, 


dy, =F (a, 9%), @'(#)s 9"(%)s Ys) da. 


1.45 
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Les systemes S, et S, de classe cing ont été étudiés dans un 
important Mémoire déja cité de M, Cartan (Annales Sc. de 
?Ecole Normale Supérieure, 3 série, t. XXVI, 1910, p. 109- 


192). Kn supposant F = y,? dans les tormmules ([X’), on a un sys- 
téme de Pfaff 


dy2=y3dyr, dys=yidy, dys =yedy,, 
qui admet un groupe de transformations & 14 parametres. 


Etant donné un systéme S2 de deux équations de Pfaff de classe 
quatre an variables (n>4), la détermination des caracteéristiques 
exigerait, d’aprés la méthode générale, les opérations 4, 3,2,1 L’étude 
qui vient d’étre faite permet de réduire beaucoup le nombre de ces 
opérations. On peut d’abord, sans aucune intégration, déterminer 
Véquation de ce syst¢me qui constitue le systéme dérivé. Si cette équa- 
tion est de classe érovs, il suffira, pour déterminer les caractéristiques, 
de mettre cette équation sous une forme canonique, ce qui exige les 
opérations 3 et 1. Si l’équation qui forme le systéme dérivé est de 
classe un, on a d’abord a intégrer une équation aux différentielles 


. 


totales complétement intégrable, puis 4 mettre sous forme canonique 
une équation de classe trois; on a done en tout a effectuer les opéra- 
tions 1, 3, 1. 

Soit de méme Sz un systéme de classe cing 4 n variables (n >5). Si 
les équations qui déterminent les éléments singuliers forment un sys- 
téme complétement intégrable, il suffira d’intégrer ce systéme (ce qui 
exige les opérations 3, 2, 1), pour ramener le systéme a la forme cano- 
nique (V), et par suite pour avoir les caractéristiques. Si le systéme S» 
n’est pas réductible a la forme (V), une opération 5 donne une intégrale 
particuliére 7, du systéme caractéristique. En faisant y; =C, dy, = 0 
dans les équations du systéme de Pfaff donné, on est conduit a un sys- 
téme de 4e classe, auquel on appliquera la méthode qui vient d’étre 
indiquée, 

Pour intégrer les équations se tielics caractéristiques d’un sys- 
téme S3 de trois équations de Pfaff de classe cing a n variables (n>5), 
on traitera le méme probléme pour le systéme dérivé S’z. SiS’ est de 
classe quatre, on a vu que §; pouvait étre ramené a une forme cano- 
nique, dés que.S’, est lui-méme ramené a une forme canonique. Si S‘, 
est de classe cinq, les manacleriabagues sont les mémes pour les deux 
systémes. 


77. Systeme der équations 4 7+ 2 variables. — Consi- 
dérons enfin un systeme non complétement intégrable de r équa- 
G. Prob. 24 


oo 
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tionsA r+ 2 variables ; ce systéme est effectivement de classe r + 2. 
Les équations de ce systeme étant supposées résolues par rapport 
aux r différentielles dx,,... ,dx,, sion remplace dans les cova- 
riants bilinéaires o',, o',, ...,0'r, les différentielles, da,, ...,dxp, 
Sa,,..-, 5%» par leurs expressions tirées des équations elles- 
mémes, on a 


wo! = Ky (dap 448.2042 — Axp425.Lp +1), (mod. ,,.-., r); 


tous les coefficients K; n’étant pas nuls, car le systeme serait 
complétement intégrable. Supposons, par exemple, K, 40; on 


tire des relations précédentes 
K? I 
Qf aah o,) =o (mod. Wr®os «es Wr), 
Ky 
et le systeme dérivé S’ se compose des r— 1 équations 
0; —— o,=0 (a= 28954 eal) 


Nous supposerons dans la suite que l’on a écrit le systeme S 
sous une forme telle que le systeme dérivé S’ se compose des 
r—i premieres équations de S, et que ces r—1 équations sont 
résolues par rapport a da,, dx,,...,; d&r—1, 


(S’) wj == da; —(Aidaxy + Biday+1 + Cidayrt2) = 0, 
(LE no Wi or C= 1) 


et que la derniére équation w, =o du systeme S est elle-méme 
résolue par rapport a dx,, 


in == Che — (Hdxp+44 + Kdx,42) S==.Op 


Si dans w',, ..., wp. on remplace dx,, ...,d2%p—1, 824, ...,0Xp—1 
par leurs expressions tirées des équations de S’, il restera seule- 
ment, dans ces coyariants bilinéaires, les trois binomes 


AL OLp4A => OLAS ce AX Sb Lp+ -_ AXp429 Lp, 
Ar +4 D Lp+9 —s AXp429Lr44 ) 


ou les trois expressions bilinéaires (voir p. 18) 


[wp, dxp+4], [Wp, dxy+2, [dap+4, dxp+2], 
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et puisque '; doit étre nul en tenant compte de la derniére équa- 
tion wp =o du systéme S, il reste des identités de la forme 


(19) wi = Lj [wr, Axp+4] aia Mi[o,, dxr+9], (mod. Wry eeey Wr 1) 
(Gea: Cae gy = 

ce qu’on peut aussi écrire 

(19) . w'7==[op, Lidapiy'+ Midapie|, (mod. w, ,..., @p—1). 


Si le rapport des coefficients L;, M; n’est pas le méme quel que 
soit 7, les r—1 équations «'; =o se réduisent & deux équations 
distinctes, et par suite le syst0me S" dérivé de S’ se compose de 
r — 3 équations seulement. C’est évidemment le cas général, qui 
se présente lorsque les coefficients du systéme S sont quelconques ; 
nous dirons avec M. Cartan que le systéme S est alors wn systéme 
normal, 

Lorsque le rapport des coefficients L;, Mj est indépendant de 7, 
sans que tous ces coefficients soient nuls, les équations »';—=0 se 
réduisent a une seule, et le systeme S" dérivé de S’ se compose 
de r — 2 équations distinctes. Dans ce cas, le systéme dérivé S' est 
de classe r + 1. En effet, puisque toutes les formes 


Lidzp44 + Midx,+9 
ne different que par un facteur, on a 
Lidaxri1 + Midxy+e = Bi (adxep44 ai Bdxy+2). 


Il s’ensuit que tous les éléments linéaires intégraux du_sys- 
téme S’ qui satisfont aux deux relations 


Wp==0, adapt + Pdarrig=o0 


sont en involution avec tous les autres éléments linéaires inté- 
graux du méme systéme S’. Les équations qui définissent les 
éléments caractéristiques de S’ sont au nombre de r+ 1, et par 
suite S’ est bien de classe r+ 1. 

On peut done supposer que lon a choisi les variables x; de 
facon que les variables x,,..-, r41 figurent seules dans les équa- 
tions du systeme S’, et par suite que tous les coefficients C; sont 
nuls. Dans les covariants w';, quand on aura remplacé les différen- 


\ 
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tielles dx,,,..., AXpr1, 824, ..., 9Xp—1 par leurs expressions tirées 
des équations de S' elles-mémes, il ne figurera que le binome 
daxpdxp14—daxp410x, qui devient, en tenant compte de l’équa- 
Loy) Ayo ==="). 


K(dxptidxyr+2 == OLp+2dLr41) . 


Pour que les équations »,=0, ...)or—1 = 0 forment le systeme 
dérivé de S, il faut donc que le coefficient K soit nul, et la der- 


niere équation de S est de la forme 
Op == dx, == Hd x, +4 — oO. 


Le coefficient H dépend nécessairement de la variable x, +2, car 
autrement le systéme S serait de classe inférieure a 7 + 2, et par 
suite complétement intégrable. On peut done prendre ce coeffi- 
cient H pour la derniére variable 2,49, ce qui permet d’énoncer la 
proposition suivante : Lorsque le second dérivé S" de S se com- 
pose de r—»2 équations, on peut choisir les variables x,,X>, ..., 
tp12 de fagon que les équations du systéme aient la forme 
suivante | 


wi == dx; — (Aidxp + Bidxp41) = o(f = 1, 2,...,7—1), 
Wp == Axp —- Lp4edXri1 = 0, 


(20) 


les coefficients Aj, B; étant indépendants de x, +2. 

Les r—1 premiéres équations forment le systeme dérivé S’. On 
remarquera qu'il y a une correspondance univoque entre les inté- 
grales de ces deux systemes (*). A toute intégrale de S correspond 


évidemment une intégrale de S’; inversement connaissant une inté-’ 


grale M’, de S’, 


x, == fie): Shor Crt Sata): 


on obtiendra une intégrale M; de S en joignant aux équations 
précédentes l’équation 

L'r(4) 
J'r+1(4) 

Nous dirons, avec M. Cartan, que le systteme de Pfaff S est un 
prolongement du systéme S'. 


Xp 42 = 


; cree: : cae : Stee, : , . 
(') Nous laisserons de coté dans la suite les intégrales & deux dimensions 
de S (s'il en existe), et nous ne nous occuperons que des intégrales M,. 
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Lorsque tous les coefficients L;, Mj des formules (1g) sont nuls, 
le systeme S! est complétement intégrable, et on peut choisir les 
variables indépendantes «x; de fagon que les équations de S' soient 


Onl = 0, Statin Op = Arp =o; 


Sion ne laisse dans la derniére équation w, =o que les différen- 
tielles dx, dxr41, dxp42, on a, en considérant 2, 2%, ..., Lr—1 
comme des paramétres dans les coefficients, une forme de Pfaft a 
trois variables que l’on peut ramener a la forme canonique 


i ahr: = Lt adres —=—" (O's 


Nous avons examiné tous les cas qui peuvent se présenter relati- 
vement au systeme dérivé S’. Considérons maintenant un sys- 
teéme S qui ne soit pas normal, et la suite des systémes 
dérivés S', S", ... Il arrivera généralement qu’au bout d’un certain 
nombre d’opérations le nombre des équations diminuera de plus 
dune unité quand on passera de l'un de ces syst¢mes au suivant. 
Supposons que cela ait lieu pour la premiére fois pour le sys- 
teme S(r—”), de telle sorte que S' se compose de r — 1 équations, 
S" de r — 2 équations, S’-”) de A équations, mais que S(’"—’+1) se 
compose de A— 2 équations au plus, ce qui exige que l’on 
ait A>>1. Alors, d’apres ce qui vient d’étre démontré tout a 
Vheure, S’ sera de classe r+1, et par suite S” sera de classe 7, 
et ainsi de suite; la classe ira en s’abaissant d’une unité quand on 
passe d’un systéme au suivant jusqu’au systeme S!’—’—) qui sera 
de classe h + 3 et se composera de h+1 équations. Le premier 
dérivé de S’—“—1), c’est-a-dire S(’—”) se composera de / équations, 
mais le second dérivé S’/—"+4) ne comprendra que /— 2 équations. 
Le systéme S(’—-1) est donc un systeme normal de h + 1 équations 
et de classe h + 3, dont le systeme S’’—’—®) est un prolongement. 
D’apres ce que nous avons vu tout a ’heure, on peut prendre un 
systéme de variables tel que les équations de S(’—’~!) ne con- 
tiennent que les h +3 variables a,,..., ents et leurs différen- 
tielles, la derniére équation du systeme S(’—"—2) étant 


ALN42 = La44dLn43- 
\ 
Le systtme S(’—'—3) s’obtient en joignant aux équations de 
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Si-1—2) une équation de plus ou figure une variable de plus 2p +5, 


et on peut supposer que cette équation est de la forme 
Adan+3+ Bdxn+4 + Cdap+5 =o. 

Un raisonnement tout pareil aux précédents prouve que l’on doit 
avoir Co, et l’on peut prendre le rapport 3 pour la varia- 
ble aj45, ce qui permet d’écrire la nouvelle équation 

ALA 43 = Lh45ALH+ 


En continuant ainsi, on voit que l’on peut choisir les variables 
indépendantes 2, ..., %p+2, de telle sorte que les équations du 
systeme S prennent la forme 


o,= (Or SGasary Ontii=OdO, 
ALh2 = Lntsdxn+3, 
(21) AxLnAS = Pn4~5sdLn+4; 


ale: = Lr4+2drp+41, 


les h + 1 équations w,= 0, ..., w,,1==0 étant celles d’un systeme 
normal S’'—’-1) ou figurent seulement les A+ 3 variables x,, 
Ha, ...,Ln43. On voit encore que les intégrales 4 une dimension 
du systeme S et du systeme S!’—"—1) se correspondent une a une 
Wune fagon univoque; de toute intégrale du systeme S’—h-} on 
peut déduire par des différentiations une intégrale du systéme 8. 
Nous dirons encore que le systeme S est un prolongement de 
Sir—h—1), 

I] peut se faire aussi qu’un systéme S ne soit ni un systéme 
normal, ni le prolongement d'un systeme normal. Pour qu’il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que, s¢ ’on forme la suite des sys- 
témes S', S", S, ..., dérivés de 8, le nombre des équations 
diminue au plus Pune unité quand on passe d'un systéme au 
suivant. Nous dirons pour abréger que tout systeme S, qui posséde 
cette propriété, est un sysléme spécial. 

Deux cas peuvent encore se présenter. Il peut se faire que, quand 
on passe d’un systtme au suivant, le nombre des équations 
diminue toujours d’une unité jusqu’au systéme Si), Alors S' se 
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compose de r—1 équations et sa classe est r+ 1; S" se compose 
de r—» équations et sa classe est r,...; S'—!) se compose d’une 
seule équation de classe 3, et le riéme dérivé S(”) est nul ainsi que 
tous les suivants. I! peut aussi arriver que, pour les premiers sys- 
témes dérivés, tout se passe comme dans le premier cas, mais qu’a 
partir du systéme S(’-?) tous les systémes dérivés successifs soient 
identiques a S’"—r), Le premier cas peut d’ailleurs étre considéré 
comme un cas particulier du second, que l’on obtiendrait en sup- 
posant p—o. 

Nous allons démontrer que tous les systémes spéciaux de r équa- 
tions ar + 2 variables, pour lesquels le nombre p ala méme 
valeur, peuvent étre ramenés a une méme forme canonique. 

La propriété a été déja établie plus haut lorsque p= r—1; le 
systtme S’ est alors complétement intégrable, et nous avons vu 
que, par un choix convenable des variables indépendantes, on peut 
écrire le systeme S 


(22) AY, = 0, «++, BYr-1 = 0, AY 4 = Yr4odyr. 


Supposons donc o Cp<r—t1. Le systéme SP) se compose 
alors de p équations distinctes formant un systtme complétement 
intégrable si p > 0, et ce systeme est nul si p==o. Les raisonne- 
ments qui vont suivre s’appliquant a ce dernier cas, nous suppose- 
POMS Oe Dot —— "0. 

Le systeme S’ est de classe r +1, S" est de classe r..., 
S(r—p-1) est de classe p + 3, et enfin le systtme S("—P), qui est 
complétement intégrable est de classe p. Appliquons a ce sys- 
téme S'"-p—1) de p +1 équations et de classe p + 3 la proposition 
établie plus haut sur les systemes S dont le systéme dérivé S’ est 
complétement intégrable. On peut, par un changement de varia- 
bles convenable, mettre ce systeme S’’—P-!) sous la forme 


(23) dy, = 0, +, Uy = 0, Yn 42 = Yn r3bY ps 3 

cette réduction exige d’abord l’intégration du systéme S(-P), 
c’est-a-dire Vintégration d'un systéme complétement intégrable 
d ordre p, puis la réduction @une équation de Pfaff de classe 


trois a une forme canonique. 
Ces opérations étant_supposées effectuées, si l’on prend pour 
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variables nouvelles les p+ 3 fonctions y,, .-.,Yp, 3; eb P—p—1 des 
anciennes variables p44, -.., Zr4+2, par exemple, l’équation qu’il 
faut joindre au systtme (23) pour avoir le systéme précédent 
S(’r—p-2) peut étre supposée mise sous la forme 

Ope = Hdy,,, + Kdyp., + 2, = 0, 
Q, étant une forme qui ne renferme que les différentielles d7;, et 
Véquation 

DY n+ 34Y p44 — Bp 439 Y p41 = O 

doit. étre une conséquence des deux relations ,,.(d) = 0, 
On +42(0) = 0. 

Ceci. exige évidemment qu’aucun des coefficients H, K ne soit 
nul. On peut alors supposer K—=—t, et lon doit avoir identi- 
quement 

AY ys (AI Y p44 + 21 (9)) = PY p44 [Hdy, 1 + 2,(4)] = 0, 

ce qui exige que la forme Q, soit nulle, et l'équation »,,.=0 se 
réduit a dy,,,;—Hdy,,,. Le coefficient H ne peut dépendre seule- 
ment de ¥,, Yo, -- +5 Yp+3, car le systeme S("—P—®) serait alors com- 
pletement intégrable. On peut done prendre ce coefficient H pour 
une des nouvelles variables y,,,, et le systeme S(—P—*) est ainsi 
ramené a la forme 

(24) AY == 05, sey. OY 

LY n 12 = YprslYnr1» Yrs = Yoral prs: 

On peut répéter le méme raisonnement pour trouver la nouvelle 
équation »,,;==0 qui, jointe aux équations (24), forme le sys- 
teme S\"—P—3), et ainsi de suite. En continuant de la sorte, on voit 


que tout systéme spécial S der équations ar + 2 variables peut 
étre mis sous la forme canonique (*) 


(25) dy, =0) «i, dy = 0, 
LY p-2= Ypt3dyptry «+5 Uyr+1 = yrpedypys. 


Les seuls snvariants d'un systéme spécial S, relativement A un 
changement de variables, sont donc ordre r de ce systéme, et le 
nombre p des combinaisons intégrables distinctes des équations 
de ce systéme. 


(1) E. von Werner, Berichte Ges. Leipsig, t. L (1898),. p. 207-229 


B.4 
= 


CHARITRE VII. — SYSTEMES DERIVES. PROBLEME DE MONGE. 329 


Tout systeme de deux équations a quatre variables, n’admettant 
aucune combinaison intégrable, est, comme on l’a vu directement 
(n° 75), un syst¢me spécial pour lequel p = o. 


Exempte, — Considérons un systéme der équations de la forme 


oO, == dx, + Si(xr4+2)dxer+1 — 0, 
@2 = dx, + fro(arta)dxr_i=o, 


or = dar + fr(xr+2)dxr+1 = 0, 
les coefficients de dar41 ne dépendant que de la derniére variable x+2. 
Ecartons le cas banal ot tous ces coefficients seraient constants; nous 
pouvons supposer, par exemple, que /i(zr+2) n’est pas constant, et 


nous ne diminuons pas la généralité en supposant /\(xr42) = xrr4e 
Le systéme dérivé S' est formé des r —1 équations 


OF = a; — 


fi PE: afi 
@Qp—= O00; ae j— Lp-+9 ee 
ea i Dar dxy+ (/ Lr+2 pacts )aacr 10 


(ieee Oa ene rds) 
Si l'on pose 
Xi = wi + ort, Ji, Xp = &, + Tr12742, 
=r as Sowa 


Péquation 0; = 0 peut s’écrire 


afi 
OQ; = aXi — ae 
¢ Y his a 


AXr+4 == 'Oy 


Le systéme S' est done un systéme de méme forme que S, a (7 + 1) 
variables Xo, ..., Xr4+4, er+2. Pour la méme raison, si S’ n’est pas 
complétement intégrable, S” sera un systéme de méme forme a 7 varia- 
bles, et ainsi de suite, Le systéme S est donc un systéme spécial, 


78. Systémes intégrables explicitement. — Un systéme 5 
de r équations a r+ 2 variables, non complétement intégrable, ne 
peut admettre d’intégrales a deux. dimensions M, passant par un 
point quelconque de l’espace. On a vu (Legons, p. 27) comment 
on peut déterminer de telles intégrales s’il en existe; nous n’y 
reviendrons pas. 

Les intégrales M, du systtme dépendent d’une fonction arbi- 
traire d’une variable; en effet, supposons les équations de S réso- 


330 LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 
lues par rapport & dx,,da,,...,dx, par exemple. Si lon se 


donne x49 9(#r+41), on est conduit & un systéme de 7 équations 
différentielles ordinaires pour déterminer x,, 2, ..., Zr en fonc- 
tion de X14. 

Remarquons encore que l’on peut, sans diminuer la généralité, 
supposer que dx,+2 ne figure pas dans les équations de S. IL suffit 
de choisir les variables a; de fagon que les équations x,—=C,, ..., 
p44 = Cr41 représentent une famille de courbes intégrales, ce 
qui, comme on l’a déja remarqué a plusieurs reprises, est possible 
d’une infinité de mani¢res. Les équations étant résolues par rap- 
port & dax,, ..., dx,p, l'un au moins des coefficients de dx,44 dépend 
de xp42, et en prenant ce coefficient pour la variable z+ elle- 
méme, le systeme S prend la forme 


(26) eda ep eadarpin, Ai, N Oath Aang A eer ete 


Nous dirons que le systeme S est rntégrable explicitement lors- 
que toutes les intégrales M, peuvent étre représentées par un ou 
plusieurs systemes de formules exprimant les variables x; par des 
fonctions déterminées Cun paramétre, dune fonction arbitraire 
de ce parametre et de ses dérivées jusqu’a celle dun certain 
ordre, pouvant contenir aussi un nombre fini de constantes 
arbitraires 


(27) P= Fi(Cy, Cg, +025 Eps % J(%) f(%)s 0 MM(2)), 


(Geil. wee oe 


Dans ces formules, 9), 9, ..., @r+9 désignent des fonctions déter- 


minées de leurs arguments, C,,C,,...,C,, sont des constantes 


arbitraires, » est un paramétre variable et f(a) une fonction arbi- 
traire de ce paramétre. 

Il est évident que les systémes spéciaux définis au paragraphe 
précédent sont intégrables explicitement. On peut alors, en effet, 


par un changement de variables 


(28) LieGi (Ys Yon cen pro)s (tes 2 to eee) 


ramener un systéme spécial S a la forme canonique (25) pour 
Ly iy 4 hems o ’ 2 ‘ 

laquelle la propriété est évidente. Si y,,, ne se réduit pas a une 

constante pour une intégrale M, du systéme (25), on peut poser 
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Yn41 = % Yni2=/(a), et onen déduit successivement Yea (0); 
Fs Gra VN On a done une famille d’intégrales M, dépen- 


dant de la fonction arbitraire J («) et de p constantes arbitraires, 


(29) Y= Gyo, Yn —G,, You =%  Ynr2e =f (4), 
Ypis = f"(4),.-. +» Yr+2 =f" ( as 


il existe une autre famille de multiplicités intégrales M, dépendant 
de r + 1 constantes arbitraires, 


Om Cig etme Gee Fp t4 = pe ty, «2.9 Yrp f= Gr Lis 


En remplagant y,,..., Yr42 par les valeurs (29) dans les for- 
mules (28), on obtient bien une intégrale générale explicite pour S. 

Inversement, les systémes spéciaux sont les seuls qui admettent 
une intégrale générale explicite de la forme (27). Il suffit de 
prouver qu’un systéme normal, ou tout systeéme obtenu par le pro- 
longement d’un systéme normal, ne peut admettre une intégrale 
générale explicite de cette forme (!). On peut méme se borner a 
démontrer cette propriété pour un systeme normal, car si un sys- 
teme S obtenu par le prolongement d’un systeme normal admet 
une intégrale générale de cette forme, il est évident quil en sera 
de méme du systeme normal dont S est le prolongement. 

Remarquons encore que les r + 2 fonctions 9; des formules (27) 
doivent étre distinctes ; dans le cas contraire, on en déduirait, en 
effet, une relation au moins entre les variables x;, et les for- 
mules (27) ne pourraient représenter une intégrale passant par un 
point quelconque de l’espace. On a donc foreément p + q>r. 
Sip +q=r, on voit immédiatement que le systeme S est un sys- 
téme spécial, et dans ce cas les formules (28) définissent un chan- 
gement de variables qui conduit du systtme S a un systéme 
admettant l’intégrale générale 


Yr Oy Vp = Gp, pt = % Yp42=S (4): 
Yp43=f"(4)y oo 01 Yrt2 =f); 


c’est-a-dire au systeme canonique (25). 


(t) Ce beau résultat est du h M. Cartan, dont nous avons reproduit la 
démonstration (Bulletin de la~Société Mathématique, t. XLII, 1914, p. 12-48). 


Jol LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


Il ne reste qu’A examiner le cas ou l'on ap + =m _S?, cas que 
nous ne pouvons écarter a prior’. Nous supposerons que la 
dérivée /i(«) figure dansl’une au moins des fonctions 9; ; autre- 
ment on remplacerait g par un nombre inférieur. Si, dans les pre- 
miers membres ,, ©, ..., odes équations de S, on fait la 


substitution 


(31) Li = 9i(Yas Yor 29 Yp Yo+irs ++ Ym+2)s mM=p+r], 


la forme ; se change en une forme linéaire par rapport a 
dy1,4yo,. ++, Ani, que l’on peut écrire 

(32) wj—=AiNO, + QQ) + -.. + AimOm + Gi, m44dyp+1 + Gi,m42dYm42, 
en posant 


(33) Op OY ieee) Ot OY 
Qn 41 = AY pie — Yor39Y psa +1 m= @ maa — YY p41 


Par hypothése, les formules (31) définissent une intégrale du 
systeme (S) quand on y remplace 1, Yo, ---, Ymsg par un systeme 
dintégrales du systeme auxiliaire = 


(2) Oy =0,..-, Q,=0, O54, == 0,..-, 2, = 0- 


p 


I] faut donc que l’on ait @;,m41=0, Gi,m+2g—=0, et par suite on 
a des identités de la forme 


WH = Ay QO, + Aye. + ..- + A1mOm, 
Wo = Ay, + AgoQ. + ... + AamQm, 


(34) 


. . . . . . ° 


Wp = Gp104 + ApQAQ, + ... + ArmOQm,; % 


quand on fait dans les formes w,, w2, ...,, la substitution (31). 
Les coefficients Aim, dam, ...,@rm ne peuvent étre nuls A la fois. En 
effet, si tous ces coefficients étaient nuls en méme temps, a toute 
solution du systeme (’) 


(2’) 0; =o) So" 


les formules (31) feraient correspondre une intégrale de S, quand 

on y remplacerait y,,,. par une constante quelconque, et on serait 

ramené a des formules analogues pour. représenter l’intégrale 
a 4 e 
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générale de S, ou le nombre des constantes serait augmenté d’une 
unité et ou g serait diminué d’une unité (!). 

On peut toujours supposer que le syst¢me S! dérivé de S est 
formé des r— 1 équations 


@®, = 0, 3 == 0, ..+,) Wp—1{— O. 
On a alors 
i= ea , 
®4 = 0, ®Do = 0, .-.-,H4r—1 =O (mod. BWyy Boy ove or), 
et a fortiori 
Ph oe uae) , 
Bie 0; 6 (0. == 0,5. 5%')-0 rt == 0 (mod #0), O75, QO); 


/ . ' he hd a I wie a 
Mais w', se réduit & ajmQ'm = aim (SY nt18Y nse — SY niet aaa) 


en tenant compte des équations 2,0, ...,2,,=0, et ne peut 
étre nul que si l’on a ajm=o. On verrait de méme que l’on a 
dm = 0, ..-, Ap—1,m = 0, Mais drm ne peut étre nul, puisque Q,, 
doit figurer dans les identités (34). 

Le systeme S étant supposé écrit comme plus haut, on a, d’aprées 
la formule (19), 


(35') w'7 = Li[wr, dxps1| + Milor, dxp4o] (mod.w,,,..., r—1) 


Baa OO eee TS 


Apres la substitution (31), dxp44 et Axp+9 se changent en deux 
formes linéaires que |’on peut écrire 


Ax 44 = O12, + 0 + Oy Qn + OmprF prs + Omse2d mses 
AXr+2 = 6,Q, he aes tr Cm Qin, - Crit bY os in Cm42dY m2 


(1) On pourrait encore raisonner comme il suit. Si les seconds membres 
des formules (34) ne contenaient pas Q,,, les formules 
Zi — Oi (Cy, Cg, .-., C,, a, S (4); ’ » f(I-A\(a), 2), 
ou « et B sont deux paramétres variables, représenteraient une famille d’inté- 
grales de S, 4 deux dimensions, et il passerait évidemment une de ces inté- 
erales par un point arbitraire de l’espace, puisque les fonctions ; sont des 
fonctions distinctes de leurs arguments. Le systeme S serait donc compleéte- 


ment intégrable. 
Le méme raisonnement prouve que les fonctions 9g; renferment l'une au 


moins des dérivées de f(a); car si elles ne renfermaient que « et f(«), les 
formules 

Bj = oi (Cy +) Cp, a, B) 
représenteraient des intégrales & deux dimensions du systéme S dépendant 
de r constantes arbitraires. 
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et les relations (1g) entrafnent les nouvelles relations 


(36) 07 = Li [ArmQ 1 Pints y pra aie Din+24Y m+2] 
+ Mi [@rmQins Cm4iPY nt + Ome AY a+2|s 
(mod, 2), 2s, 2 <. nO an) 


ou, en développant, 


0) = Arm (Libs, + Mien +1) [ay RG AY ma t1) 
+ dpm(Li8n se + Mi€n+s) [2 mio» WY mi) + Yast dnnis ate: 
HILO CAAD cg ctl ay Coy 
D’un autre cété, on a immédiatement, d'aprés les relations (34) 
ow; = Qi,m—10'm—1 = Gi, m—1[dym4s,dyp4s], (mod, Q,....,Q, 4]. 


La comparaison de ces deux expressions de ’; montre que lon 


doit avoir 
Lib, oF Misty ve == 0; eee I fad enc 8S 


Si les deux coefficients 6 C42 ne sont pas nuls a la fois, le 


m+2% 


rapport i est indépendant de 7, et par suite (n° 77), le systeme S” 
L 


dérivé de S' contient r — 2 équations au moins. Le systéme S n'est 
done pas un systéme normal, 

On ne peut supposer que les coefficients ,,,5, ¢,,.. sont nuls a 
la fois, car les expressions de dx,41, daxp+9 tirées des formules de 
transformations (31) ne contiendraient pas dy,,,,. ll en serait donc 
de méme de da,, ..., dx, daprés les équations du systéme S et les 
identités (34), et par suite les fonctions 9; ne dépendraient pas de 
la dérivée /7(«). 


79. Remarques diverses. — 1° Soit S un systéme de Pfaff A un 
nombre quelconque de variables, ne renfermant aucune équation de 
classe un. Si ce systéme contient un systéme spécial ¢ de p équations 
(p > 1), il est évident que le systeme dérivé S’ contiendra le systéme 
spécial o’ dérivé de c. Inversement, si le systéme dérivé S’ contieat un 
systéme spécial a’ de g équations (¢ >0), S contient un systéme spé- 
cial o de g-+ 1 équations, dont o’ est le systéme dérivé. Dans cet 
énoncé, une équation de classe trois est regardée comme formant un 


ry 
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systeme spécial. Supposons que q équations de S! puissent étre mises 
sous la forme 


(9') dy, =ysdys, dys =ydyy, ..., dyg44 = yqi2dyr, 


Y1> Y2, .++> Yq+2 étant des variables indépendantes ; la relation 
dyg+20y, — dy:dyq4+2 = 0 doit étre une conséquence des équations 
de S qu’il faut joindre aux équations du systéme o’ pour avoir S. L’une 
au moins de ces relations doit contenir dyg+2, et Yon peut supposer 
que dyq+2 n’entre que dans l’une d’elles, qui sera de la forme 


dyq+2= Ady; + Q, 


© étant une forme de Pfaff gui ne contient aucune des différentielles 
dy1, dys, ..., dyq+e. Il faudra donc que Von ait 


Xd) dy, —- A(0)dy, = 0 


identiquement, et comme dy, ne figure pas dans Q, cette forme © doit 
étre identiquement nulle. Si le coefficient A ne dépendait que des 
variables 4, ..., Yg+2, le systéme S contiendrait un systéme de g +1 
équations a g + 2 variables, c’est-a-dire un systéme complétement inté- 
grable, cas que nous avons écarté. Le coefficient A est donc indépen- 
dant de y, ..., yq+2, et l’on peut le prendre pour une nouvelle varia- 
ble yq+3, de sorte que S contient le systéme spécial de g +1 équations 


dyx=ysdy1, ..., dyqg+2= yqt3dyy. 


20 Le raisonnement peut évidemment étre généralisé. Si le pieme dérivé 
de S contient un systéme spécial de g équations, en remontant de 
proche en proche, on en conclut que S contient lui-méme un systéme 
spécial de p + q équations. 

30 Soit S un systéme normal de r équations a r+ 2 variables, n’ad- 
mettant aucune combinaison intégrable, et dont le second systéme 
dérivé S” est un systéme spécial de r—3 équations. D’aprés la pro- 
priété générale qui vient d’étre établie, le systéme S contient lui-méme 
un systéme spécial der — 1 équations 


dyx=yrdyi, 5 Ayr = yrsidy, 
et la derniére équation peut étre supposée de la forme 
Adyr+i + Bdyr+2 + Cdy; = 0. 


Le coefficient B doit étre différent de zéro, car le systéme S serait 
lui-méme un systéme spécial. On peut simplifier cette derniére équa- 


\ . r, +9 , Sate 
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tion en remplagant la derniére variable yr+2 par une intégrale U de 
Péquation aux dérivées partielles 


dU mh oU 
Dri. byes 


et finalement le systéme S peut étre ramené a une forme réduite 
(X) dyx = ysdys, ..., dyr = yrtidys:,  dyr42 = Fdy, 


ou figure seulement une fonction arbitraire f des r—-2 variables yi, et 
qui est analogue A la forme réduite ([X’) des systémes de trois équa- 
tions a cing variables. 

Inversement, pour tout systéme S de cette forme, il est évident que le 
second systéme dérivé S" contient le systeme spécial formé par les r — 3 
premiéres équations de'S. Pour que S soit un systéme normal, il faut 
en outre que S’ soit de classe 7 +2. Or S’ se compose des r — 1 équa- 
tions 


dys = ysdys,...-, dyr1= yrdy, 


: oF 
dyr + (# a UH aie ) dy 


Il est évident que ce systéme est de classe 7+ 2, 4 moins que la der- 
niére équation ne renferme pas la variable yr+1, ce qui ne peut avoir 
lieu que si F est une fonction linéaire de yr41. Le systéme (X) est done 
un systéme normal lorsque F n'est pas une fonction linéaire de yr+t. 

Les systémes de cette espéce sont les plus simples aprés les systémes 
spéciaux. On peut obtenir toutes les intégrales M; par Vintégration 
dune équation différentielle du premier ordre ot figurent une fonction 
arbitraire de la variable indépendante et ses dérivées jusqu’a un ordre 
fini. En effet, sion pose, dans les équations (X), y,= 4, y2—= f(a), on 
en tire successivement y; = f"(4), ...,yrti = f'-1)(a}, et yr+2 est donné 
par Vintégration de 1’équation différentielle du premier ordre 


dyr +2 =F (a, f(a), f(a), +. f—4(%), yrte) de. 


4° Lorsque F est une fonction linéaire de yrti, F = ayr+1 + b, le 
systéme dérivé S’ se compose des r—1 équations 


oF 


oYrstA 


dyr42= 


dy, = ysdyi,» -» dyr—1 = yrdy;, — dyr+2 == adyr + bdy,, 


et ce systéme est évidemment de classe r + 1, Puisaue! yr-+4 n'y figure 
pas. Dvailleurs S est le prolongement de S’, puisqu’on obtient S en 
joignant a S! Péquation dyr = yr+1dy,. Ce systéme S’ ne peut done 
étre un systéme spécial. Si r est supérieur a quatre, son second dérivé 
est encore un systeme spécial de r—4 équations : ce systéme S! peut 
donc étre ramené a la forme réduite (X), ob r est remplacé par r — 1, 
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En continuant ainsi, on finira par étre ramené a un systéme normal de 
la forme (X), dont le systéme S est le prolongement. 

50 Considérons, en particulier, un systéme normal de trois équations 
a cing variables, | 


(XI) dy=ydy, dys=ydyr, © dys =F (ys yr, Yas Yar Ys) dy: 


Si la fonction F ne renferme pas y;, on obtient toutes les solutions 
au moyen des formules 


N=% pale, w=fe), w=fle), y= [FOALS fda, 


S (#) étant une fonction arbitraire. 

Il est aisé de trouver une condition nécessaire pour qu’un systéme 
de trois équations de Pfaff 4 cinq variables puisse étre ramené a la 
forme (XI) ou F ne contient pas y;. En effet, ce systéme ne change pas 
quand on change y; en y; + C, quelle que soit la constante C. Ce sys- 
téme admet done un groupe de transformations & un paramétre. Il en est 
évidemment de méme de tout systéme de Pfaff qui peut étre ramené a 
la forme (XI) par un changement de variables. 

Inversement, soit S un systéme de trois équations de Pfaff A cing 
variables admettant un groupe de transformations 4 un paramétre. Si 
Yon fait un changement de variables, de fagon que les équations 
finies du groupe soient 


| need Fines (rs a = A fp 
Os Ione, Loa ecos 56 ie Li, = L;, L's = Ly + a, 


la variable x; ne devra figurer dans les équations du systéme que par 
sa différentielle dir;. On peut donc écrire les équations de ce systéme 
sous la forme 

4 = 0, @2.=0, daxy + w3 =0, 


1, 9, 3 étant des formes de Pfaff ne renfermant que les quatre varia- 
bles 2,, %2, £3, x, et leurs différentielles. Dans le cas général, les 
deux équations w; = 0, #, =o forment un systéme de quatriéme classe 
qui peut étre ramené a la forme canonique (I) par un changement de 
variables, et le systéme proposé peut lui-méme étre ramené a la 
forme 


(XI) dy=ydyy, dy=yidyr, U€Ws=S (Yr Yr» Ys yd t+ dy, 
un peu plus générale que la forme (XI), et dont la solution s’obtient 


aussi par des quadratures. 
Nous citerons comme exemple un systéme signalé par M. Cartan, 


dyx=ysdyr, dys = yd, = dys = YP dys, 


qui admet un groupe de transformations 4 quatorse paramétres, 
G. Prob. 22 
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80. Probléme de Monge (‘). — Considérons un systeme de 
n — 1 relations entre n + 1 fonctions d’une variable 7,, Lg, «++, Ly44) 


et leurs différentielles, 


(37) Fy (245 Wgy 0069 Ln gas Ay oy Ay 14) = 05 
(t==1,2,...,n2— 1), 


les fonctions F; étant homogénes en dx, ..., dx, ,,. Ces équations 
admettent une infinité de solutions dépendant d’une fonction arbi- 
traire, car on peut se donner arbitrairement x,,,—=/(1) par 
exemple, et il reste un systéme de n—1 équations différentielles 
ordinaires pour déterminer x, ..., £, en fonction de x,. On peut 
remplacer ce systéme (37) par un systéme équivalent de n équa- 
tions de Pfaff A n + 2 variables. Supposons, en effet, le systeme 


dx dint . 
da, gprs! dx, : 


résolu par rapport a 


dxs3 axe 
= fis (Hay «ees Layay FaN ); 


dx, 

(37’) HE Fear, el ee Sia eee 
dant dx2 
ip (a. sey Kasay ae 

dx: 


en introduisant. une nouvelle variable u—= Tae on est ramené a 


zy 
un systéme de Pfaff S de n équations a n + 2 variables, 


(38) - dx, — udx,=0, 
aie, — f(xy, ete +9 Caray u) Oa == Oo, ee CheDe —f, idx, — Oo, 


qui peut étre considéré comme le plus général de son espéce. Il y 
a donc équivalence complete entre le probléme de Monge généra- 
lisé et Vintégration d’un systeme de Pfaff de lespéce que nous 
venons d’étudier. Le probleme de Monge admet une solution 


(') Les systemes les plus généraux d’équations de Monge ont été l’objet 
d’un assez grand nombre de travaux. Voir J.-A, Sserrur, Journal de Math., 
rte série, tome XIII, p. 353, 1848 ; G. Dansoux, Id., 2° série, tome XVII, p. 236, 
1873, et 4° série, tome III, p. 305, 1887 ; J. Hapamarp, Annales de l’Ecole Nor- 
male, série 3, tome XVIII, p. 337, rg0r ; E. Gounsar, Bulletin de la Société 
Mathématique, tome XXXII, p, 201, 1905 ; P. Zenyos, Comptes Rendus de 
Académie des Sciences, tome CXL, p. rors, tome CXLVI, p- 1080, Journal 
de Crelle, tome CXLIIM, p. 300; D. Hivszrt, Festschrift Heinrich Weber, 
Pps. 130-146. 


‘ae 
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explicite lorsque le systéme de Pfaff correspondant est un SYs- 
téme spécial, et dans ce cas seulement. 

On peut aussi considérer des systtmes de n—1 équations ot 
figurent les dérivées jusqu’A un ordre quelconque de n des fonc- 
tions inconnues x; par rapport & la derniére, car il suffit de prendre 
pour nouvelles inconnues un certain nombre de ces dérivées pour 
étre ramené a un systéme de la forme (37). 

Considérons par exemple une équation 


dz d d?y 
(39) tent (* Y¥, 2; aE Saat ), 
ou y et £ sont deux fonctions inconnues de x. Posons oH. — u, 
Soa l’équation (39) est remplacée par le systtme de Pfaff S de 
& 


trois équations 4 cing variables 
(4o) o,=dy—udx=o0, o,=du—vdx=o, 
: w, = dg — f(x, Y, 2, U, VY) d= 0 
On a ici i 
! : 
wy = 07 ON ey dvs — dxsv, 


o', == (dod —deiv), (mod. 01, ©, 0). 


Le systéme dérivé S’ est donc formé des deux équations 


w, = dy — udx = oO, 


Pour que S soit un systéme spécial, les deux équations 
ti =5.0, 8 0) , == 0; (mod. ,, ©,) 


3 ry ~ r r 
doivent se réduire A une seule. Il faut pour cela que w’, ne dépende 
2f 


. 2 . 
pas de dusv — dviu, cest-a-dire que ~*, soit nul. Il faut done 


yee. . dy Fe, 
que f soit linéaire par rapport a 773, et nous retrouvons une 


équation considérée plus haut (n° 75), 
de cH) PL 4 B(x, 9,2, Mt), 
dx = («, Ys #5 a) dx? cf Ys 29 


, 
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En particulier, nous voyons que l’équation de M. Hilbert — 


ae a (35) ne peut admettre de solution explicite de la forme (27). 
AZ QAI 


Exemptes. — I. — Lorsque les équations (37) ne renferment pas les 
variables elles-mémes xj, mais seulement leurs différentielles, le sys- 
téme équivalent (38) est de la forme 


(38’) dit, = Udx,, diy Hfq (DAL sian. 0 On Aa fn eee 


Si) fay +++) fn—1 ne dépendant que de la variable w. Nous avons remarqué 
plus haut (n° 77) que ce systéme est toujours un systéme spécial. On 
peut done dans ce cas obtenir sous forme explicite tous les systémes 
de fonctions d’une variable, qui satisfont aux équations (37). Ce 
résultat peut étre généralisé Considérons un systéme de 7 équations 


(q<n—1), 
(41) Fi(dx,, ..., d&n, dxn+i)= 0, aie a Es 0? 
Si l’on adjoint a ce systeme n — g — 1 équations de méme forme 
Fide: ONCE RS i OR Grog. al oy 


le systeme obtenu, quelles que soient les fonctions Fy+4, ..., Fr—4, est 
de la forme que nous venons d’étudier. On peut done aussi trouver 
Vintégrale générale du systéme (41) sous forme explicite, avec plusieurs 
fonctions arbitraires. 


Ul. — Les formules générales qui donnent les coordonnées d’un 
point d’une courbe gauche a torsion constante peuvent s’écrire (4) 


a, du 
Ries 1+ u2?+ pv?’ 
Wet dv 
oe 1+ u2+ p2? 
gee vdu — udv 
pera ser 


wet v étant des fonctions arbitraires d’un paramétre ¢. Pour que x, y, = 
puissent s’exprimer explicitement en fonction d’une variable auxi- 
liaire, d’une fonction arbitraire de cette variable, et de ses dérivées 


(1) Darsoux, Lecons sur la Théorie Générale des Surfaces, tome I, 2° édition, 
1914, page 61. 


nT a ae 


ii we So 
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jusqu’a un ordre fini, il faudrait () que le systéme de Pfaff équivalent 
de trois équations a cing variables 


@, = (1 + uw? + v?)dx — du= 0, 
S enn eer ey 
3 = (1 + uw? + v2)dz — vdu + udv=o0 


fat un systéme spécial, ou que son systéme dérivé fat de classe infé- 
rieure a cing. Or ona 
, __ 2v(dvdu — dudv) 
eee ate pA? 
see 2u(dvdu — dudv) 
OR Se Sa Pee 
: r+u+v2 ’ 
, _ 2(dadv — dudv) 
at pt a 


(mod. @4, 2, 3). 


Le systéme dérivé est done formé des deux équations 


QO, =o, + Vos = 0, OQ: = wy. — Uw =O; : 

d’ou l’on tire 

da = — vdz + Bdu + Cdo, 

dy = udz +-B,du + Cydv, 
B, G, By, Cy ne dépendant que des variables uw et v. Ainsi qu’on I’a 
remarqué plus haut (page 272), ce systéme est de cinquiéme classe, et 
par suite le systéme S est un systéme normal, non intégrable explici- 
tement, ; 

Pour ramener le systéme S a une forme simple (IX’), on peut modifier 

la méthode générale en observant que les deux premiéres équations du 


systéme forment un autre systéme de classe quatre, dont l’équation 
dérivée est 


(1+ a? + v?) (udx + vdy) = udu + vdo. 


En posant 


/ 


(42) u=tgPcos«, v=tgfsina, 


(') En effet, les cosinus directeurs de la binormale sont respectivement 
Ree Ea v ce ae 
Viteao’ \itetto Vipepe’ 
Si 2,9; 2, ‘s’exprimaient explicitement par des formules de la forme (27), u et 
v s’exprimeraient aussi explicitement. 
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cette équation devient 
d8 = cos «dx + sin ady, 


ce qu’on peut écrire 


AIM = YS ohey 
en posant 
Xe 1a Sinn Ty COS 4, 
(43) Y=6 —xcosa —ysin «. 


On a ensuite 


dX = sin adx —cosady +(x cosa+ ysina)d« 
= (8— Y)da-+ sin adx — cos ady, 


et, en remplacant dx et dy par leurs expressions tirées des équations 
du systéme, 


dX =[ — sinBcosh — Y]da. 


Enfin, la derniére équation du systéme S devient, aprés ce change- 
ment de variables, 


dz = sin? bde. 
Le systéme donné S est done ramené a la forme 
dY =Xd«,. dX=[B—sinficosB—Y]ld«, dz =sin? Bde, 


au moyen du changement de variables défini par les formules (42) 
et (43). On obtient Vintégrale générale de ce systéme en prenant « pour 
variable auxiliaire et en posant 


(44) Y=f(4), X=f/(4), &—sin cos B= /(«) +/"(a), 


et ¢ est donné par une quadrature, 


a= foe bda, 


6 étant une fonction de « définie par la troisiéme équation (44), ou 
J(«) est une fonction arbitraire (‘). 


(') Gf, Cartan, Annales Scientifiques de l’Ecole Normale Supérieure, 3° série, 
t, XXVII, 1910, page 179. 


CHAPITRE VUI 


MULTIPLICITES INTEGRALES. — GENRE D'UN SYSTEME 
DE PFAFF (‘) 


81. Eléments linéaires d’ordre quelconque. — Nous allons 
d’abord définir certaines multiplicités formées d’éléments linéaires 
issus d’un méme point A(x, x,..., 2) de Vespace & n dimen- 
sions. Considérons l’ensemble des éléments linéaires issus du 
point A dont les coordonnées (dx,, dx,, ..., dx,,) vérifient n —p 
relations linéaires et homogénes distinctes ; nous dirons, en conti- 
nuant a employer le langage de la géométrie, que cet ensemble 
d’éléments linéaires est un élément plan P a p dimensions. Par 
exemple, les éléments linéaires intégraux d’un systéme de Pfaff 
de r équations forment un élément plan 4 n —r dimensions (*). 
D’aprés les résultats classiques de la théorie des systémes linéaires 
et homogénes 4 n indéterminées, tous les éléments linéaires con- 
tenus dans un élément plan 4 p dimensions peuvent se déduire 
de p éléments linéaires de cet ensemble. Désignons, pour abréger, 
Paris, Cyy/+-y-Cn les p éléments linéaires 


(dx,, dx,'), ole dz,!), 
CAE DO), ertay AUG) ns os (ALy'P)p Ars), ..15 A2,(P)); 


Cla par 6 == 1,6, + h,ee - o-e ALE, V’élément linéaire dont les 
n coordonnées sont 


Lda!) + iydxj2 +... + ApdaiP, (G=1,2,+-2), 


Nous dirons que les p éléments linéaires @,, @, ...,¢@, sont 
distincts s'il est impossible de trouver des valeurs des 4; non toutes 
nulles, telles que les n coordonnées de l’élément d,e; +... + Apey 


(') Le fond de ce Chapitre est l’euvre de M. Cartan, J’ai seulement modi- 
fié quelques démonstrations, en particulier celles qui font ’objet du n° 83. 

(2) Pour la commodité des notations et des raisonnements, nous regardons 
un élément linéaire (dx,, dy, ..., den) comme une multiplicité ponctuelle a 
une dimension. Un élément plan & p dimensions est le lieu de cop—t éléments 


linéaires. 


344A LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


soient nulles a la fois. Pour que p éléments linéaires soient dis- 
tincts, il faut et il suffit qu’ils n’appartiennent pas a un élément 
plan a moins de p dimensions. Lorsqu’il en est ainsi, ces p élé- 
ments @;, @),..., é, déterminent un élément plan P a p dimensions 
qui est le lieu de l’élément linéaire e, quand on donne aux para- 
métres ,,..., 4, tous les systemes de valeurs possibles. Il est 
évident que tout élément plan P 4 p dimensions peut étre repré- 
senté de cette fagon d’une infinité de manicéres; il suffit de prendre 
dans cet élément p éléments linéaires quelconques @,, é2, --., @p, 
n’appartenant pas Aun élément plan & moins de p dimensions; 
nous représenterons par (¢,, @),-.-, @p) Vélément plan défini par 
ces p éléments linéaires distincts. 

Si les p éléments linéaires e,, e,,..., @p appartiennent a une 
multiplicité plane & g dimensions (¢< p), définie par les qg élé- 
ments @,, @,,..., ég, ’élément 4,e, + ... + 4,e, appartient lui- 
méme A cette multiplicité. 

Nous dirons qu’un élément plan Q a q dimensions est contenu 
dans un autre élément plan P a p dimensions (p > q), si tous les 
éléments linéaires de Q appartiennent 4 P. Pour que l’élément Q 
soit contenu dans |’élément P, il faut et il suffit que g éléments 
linéaires distincts de Q appartiennent a P. Inversement, si l’on 
prend dans un élément plan P a p dimensions un certain nombre 
g <p éléments linéaires, distincts ou non, ces éléments linéaires 
déterminent un élément plan contenu dans P, et qui sera a 
g dimensions si les g éléments linéaires choisis sont distincts. 

Soient P et Q deux éléments plans de méme origine ayant respec- 
tivement p et g dimensions. Ces éléments plans peuvent avoir des 
éléments linéaires communs; nous supposerons qu’ils aient r élé- 
ments linéaires distincts communs et r seulement (e,, @2, ..., er). 
L’élément plan R déterminé par ces r éléments est contenu a la 
fois dans P et dans Q, et tous les éléments linéaires communs a P 
et a Q font partie de R; car si P et Q avaient un élément linéaire 
commun é,-14 non compris dans R, P et Q auraient r +1 éléments 
linéaires communs distincts e,, ..., er, er44. 

L’ensemble des éléments linéaires qui appartiennent a un des 
deux éléments P et Q ne forme pas un élément plan, mais on peut 
définir, au moyen de ces deux éléments, un nouvel élément plan 
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qui renferme tous les éléments linéaires de P et tous les éléments 
linéaires de Q, et qui est contenu dans tout autre élément plan 
jouissant de la méme propriété. 

Supposons P défini par les p éléments linéaires distincts 
(@,, @2, ---, @,), et Q défini par les gq éléments linéaires distincts 
(e',, é'g, ..., e'g); Pélément linéaire 


ee, + 2... + dep +e +... + Ng e'gs | 


lorsqu’on donne aux coefficients );, /; tous les systémes de valeurs 
possibles, décrit un élément plan P+ Q, qui est au plus a 
p + q dimensions. Il est 4p + q dimensions si les p + q élé- 
ments e;, e; sont distincts, c’est-a-dire si les deux éléments P et QO 
n’ont aucun élément linéaire commun. Lorsque P et Q ont r élé- 
ments linéaires distincts communs et r seulement, on peut sup- 
poser P et Q définis respectivement par les deux systémes d’élé- 
ments linéaires 

P (PincCosl seme seer, Cr Py a, Cpl, 

O (ermeon en .5.Crs Or lige. eG): 

Les p+ q—r éléments linéaires €,,..., €p, Cri, +++, @py Cry + Cg, 
sont distincts, sans quoi les éléments plans P et QO auraient plus 
de r éléments linéaires distincts comumns. L’élément e écrit plus 
haut peut aussi étre représenté par 
@ yey wet rer + prtiergt +... + pep t wiie’rta +. + pige’g 
et par conséquent décrit un élément a p + g —r dimensions. Tel 
est, dans le cas général, le nombre de dimensions de |’élément 
plan P+ Q qui vient d’étre défini. 

Si les deux éléments plans P et Q sont contenus dans un autre 
élément plan Zao dimensions, il est clair que l’élément P + Q 
est aussi contenu dans @, et par conséquent on a, entre les dimen- 
sions de ces divers éléments, la relation p+ q - r<o, ou 


(1) Die eta 

On déduit de 1a que, si deux éléments plans P et Q, d’ordres p 
et 7 respectivement, appartiennent a un élément plan d’ordre N, 
tel que p + g>N, les deux éléments P et Q ont en commun un 
élément plan dont l’ordre est au moins égal a p+q—N. 
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On démontrera de méme, par voie de récurrence, que, si k élé- 
ments plans P,,..., Px, de dimensions 7, .--, Pk, ont en commun 
un élément plan d’ordre r, et sont contenus dans un élément plan 
a o dimensions, on a l’inégalité 


(1’) Lpi<(k—1)o +71. 


Toutes les fois que la somme Sp; est supérieure a (4 -—1)s, on 
peut donc affirmer que les / éléments P; ont en commun un élé- 
ment d’ordre 2p; —(A —1)s au moins. 


Remarque 1. — Si les équations d’un élément plan a p dimen- 
sions ont été résolues par rapport a dx,,,,..., dx,, par exemple, 
il figure dans ces équations p(n —p) coefficients arbitraires, et 
deux éléments correspondant 4 des syst¢mes différents de valeurs 
de ces coefficients sont distincts. Un élément plan a p dimensions 
de l’espace 4 n dimensions dépend donc de p(n — p) paramétres 
arbitraires. 

Plus généralement, soit P un élément a p dimensions; il ren- 
ferme une infinité d’éléments Q aq<p dimensions. Pour savoir 
de combien de paramétres dépendent ces éléments Q, supposons, 
comme tout a l’heure, les équations de |’élément P résolues par 
rapport 4 dx,,,, ....dx,. Pour avoir un élément Q a g dimensions 
contenu dans P, il suffit d’établir p— q relations linéaires et 
homogénes entre dx,,...,d@x,. On introduit ainsi ¢(p— q) coeffi- 
cients arbitraires, en supposant, par exemple, ces équations réso- 
lues par rapport A dxq44,..., dxp. Les éléments plans a gq dimen- 
sions contenus dans un élément plan a p dimensions dépendent 
donc de q(p—q) parameétres. 

Par exemple, un élément plan & p—1 dimensions, contenu dans 
un élément a p dimensions, dépend de p—1 paramétres. 

femarque I. — Soit P un élément plan a p dimensions, repré- 
senté par un systeme d’équations 


®, = 0, W. == 0, sory W, ery 


OU , M2, -.., ©, _, Sont n —p formes de Pfaff distinctes. On peut, 
d’une infinité de maniéres, trouver p nouvelles formes de Pfaff 
T™, ..-) % formant avec w 


1) a) e+) Mp 4, UN systeme de n formes 
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linéairement distinctes, et toute forme de Pfaff est une combinaison 
poceire de ces n formes. Tout élément plan Q 4 qg dimensions est 
done représenté par un systeme de n — q relations linéaires entre 
les n formes «;, ry, dont les coefficients peuvent étre des fonctions 
quelconques des variables x;. Pour que cet élément a g dimensions 
renferme l’élément a p dimensions représenté par les n — p équa- 


tions w; = 0, il faut et il suffit que les n — gq relations qui définis- 
sent l’élément Q soient vérifiées identiquement quand on y 
fait wo, =0,...,, ,—= 0, quelles que soient les valeurs de 
Ty Ma, +++) T- Tl faut done que les formes «,,..., o, , figurent 


seules dans ces relations. Donc, tout élément plan Q & q dimen- 
sions, renfermant l’élément plan P & p dimensions défini par 
lesn—p équations w;=0 (i =1, 2, ....n — p), est défini par 
un systéme de n—q relations linéaires distinctes entre les 
ORME 0 5 22,0, 2). 

La réciproque est évidente. En particulier, tout élément a p + 1 
dimensions renfermant P est défini par un systéme d’équations de 
la forme 


et dépend de n —p—1 paramétres. 


\ 


On verrait comme tout-a-l’heure que tout élément a ¢ dimen- 
. eye \ Ve : r 7 i] , 
sions renfermant un élément a p< q dimensions dépend en géné- 


ral de (¢ — p)(n — q) parametres. 


82. Eléments intégraux d’ordre quelconque. — Un élé- 
ment intégral 4 p dimensions d’un systéme de Pfaff est un élément 
plan 4 p dimensions, dont tous les éléments linéaires sont des élé- 
ments intégraux de ce systéme, ét dont deux éléments linéaires 
quelconques sont en involution relativement au méme systéme, Un 
élément de cette espéce sera représenté par E,, indice p représen- 
tant le nombre de dimensions. Un élément du premier ordre sera 
représenté par E,, ou par la lettre e, qui peut étre affectée d’un 
indice quelconque. 

Il résulte immédiatement de cette définition que tout élément 
plan & un nombre quelconque de dimensions contenu dans un 
élément intégral E, est aussi un élément intégral. Ces éléments 


348 LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


intégraux s’introduisent naturellement dans la recherche des mul- 
tiplicités intégrales du syst¢me de Pfaff. Supposons, en effet, que 
par le point A(a,, ..., %,) de l’espace a n dimensions il passe une 
intégrale M,, définie par les relations 


af ius fie Oy Se ee he 

Tous les éléments linéaires issus de A et appartenant a M, véri- 
fient les n—p relations df, =o, ..., df, _,=0, et forment un 
élément plan P a p dimensions. Nous savons d’ailleurs que tous 
ces éléments linéaires sont deux a deux en involution (n° 8).. 
L’élément plan P est donc un élément intégral E,. Pour qu'il passe 
par le point A une intégrale 4 p dimensions du systeme de Pfaff, 
il est done nécessaire qwil existe au moins un élément inté- 
gral K,, issu du point A. Mais cette condition n’est pas suffisante. 

Pour trouver une limite supérieure de l’ordre des intégrales d'un 
systeme de Pfaff, on est donc conduit a chercher ordre maximum 
des éléments intégraux issus d’un point quelconque de l’espace. 

Soit e, ou E, un élément linéaire intégral; pour déterminer un 
élément intégral EK, passant par E,, il suffit de lui adjoindre un 
autre élément linéaire intégral e,, en involution avec e,. I] est clair 
en effet que tous les éléments linéaires d,e, + ,e, sont intégraux, 
et que deux éléments linéaires quelconques ),e, + Ax@,, Uy, + Loe 
sont en involution, car les coyvariants bilinéaires formés avec ces 
deux éléments sont égaux, a un facteur prés, aux covyariants 
bilinéaires formés avec les deux éléments e,, e,. Soit E, = (e,, e,) 
’élément intégral ainsi obtenu. 

Pour avoir un élément intégral E, passant par Ky, il suffira de 
lui adjoindre un élément linéaire intégral e,, n’appartenant pas 
@ K,, et en involution avec e, et eg. Il est clair, en effet, que tous 
les éléments linéaires i.e; + de, + ,e3 sont intégraux, et on 
montre comme tout a l’heure que deux quelconques de ces élé- 
ments sont en involution, L’élément intégral E, ainsi obtenu sera 
représenté par (@,, @,, és) ou par (K,, e;). La méthode est générale. 
Soit E, = (e,, eg, ..., @,) un élément intégral d’ordre p, déterminé 
par p éléments linéaires intégraux distincts, @,, és, ..., €,, deux & 
deux en involution. Pour obtenir un élément intégral E,,, renfer- 
mant K,, il faut lui adjoindre un nouvel élément linéaire inté- 
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gral e,,,, Vappartenant pas a@ E,, qui soit en involution avec 
les p éléments e,, 2, ..., ae 

S’il n’existe pas d’élément linéaire intégral satisfaisant A ces 
conditions, E, n’appartient & aucun élément intégral d’ordre supeé- 
rieur a p. 

Dune fagon générale, un élément intégral K, est déterminé 
par p éléments linéaires intégraux distincts, et deux A deux en 
inyolution, ¢,, é, ..., e,- Un élément linéaire intégral &, qui est en 
involution avec les p éléments linéaires e, éa, ..., e, est en inyolu- 
tion avec tous les éléments linéaires de l’élément E,, qu’ils déter- 
minent; nous dirons que & est en involution avec E,. L'ensemble 
des éléments & en involution avec un élément E, est aussi un élé- 
ment plan H(E,), que l’on appelle l’é/ément polaire de E,. Soient, 
en effet, e,, ¢,, -.., e, un systeme de p éléments linéaires distincts 
de E,. Les éléments polaires H(e,),.. , H(e,) de ces divers élé- 
ments linéaires sont évidemment des éléments plans, et H(E,) se 
compose des éléments linéaires qui appartiennent a la fois a ces 
p éléments plans H(e;); c’est donc aussi un élément plan. L’élé- 
ment polaire H(E,) de l’élément intégral E, contient évidemment 
Pélément E, lui-méme ; il adone au moins p dimensions, et s’il 
n’a que p dimensions, il se confond avec l’élément E, lui-méme. 
I] est important de remarquer que H(E,) n’est pas nécessairement 
un élément intégral ; le cas ou il en est ainsi sera examiné plus 


loin (n° 87). 


83. Détermination des éléments intégraux. — Soit KE, , 
un élément intégral d’ordre p—1, déterminé par p— 1_éléments 
linéaires distincts e1, ¢,, -.., @,_,. Pour obtenir un élément inté- 
il faut joindre a KH, , un élément inté- 


gral E,, renfermant E,_,, 


gral e,, non contenu dans HK et en involution avec EK, ,. Cet 


p—1 
élément e, doit done appartenir a l’élément polaire H(K,_,), et 
inversement, en adjoignant aux éléments e, @2, ..., @,»_, un élé- 
ment e, appartenant 4 H(E,_,) et non contenu dans E,_,, on déter- 
mine un élément E, renfermant E,_,. Si élément polaire H(E,_,) 
se confond avec E,_,, il n’y a pas d’élément intégral Ep, conte- 
nant E, ,. Si H(E, ,) est un élément a p dimensions, il forme 
lui-méme un élément E, renfermant E,,_,, et cest le seul élé- 
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ment £, contenant H,_,. Prenons enfin le cas ou |’élément polaire 
H(E,_,) est & p—1-+ rp dimensions (') (rp > 1). Cet élément 
H(E,_,) est alors déterminé par les p—1 éléments ¢@, @g, «-., @p_45 
et’ par rp éléments: @',,...., er, n’appartenant pas a Ep—4, les 
p—1t-+rp éléments 


' ! ! 
Ci, Cay ory Cp ity ty Cay very Orr, 


étant distincts, et tout élément & de H(E,_,) est de la forme 


p= 


CaS he; + soe + Ap—1p—1 + We 5 + see + pr er: 


Soit Q l’élément plan & rp dimensions déterminé par les rp élé- 
meénts¢ (7, €'y: coy e'r,3 cet élément Q n’est pas nécessairement un 
I 


élément intégral, et n’a aucun élément linéaire commun avec E,,_,. 
Tout élément E, contenant E, _, est déterminé par E,_, et un élé- 
ment & de H(E,_,) n’appartenant pas 4 E,_,, ou, ce qui revient au 
méme, par E,,_, et un élément e’ de Q. En effet, élément a p dimen- 
sions (K 


1 &), 0 & a l’expression écrite ci-dessus, est évidemment 


identique a l’élément (E,_,, e’), ou 
pee , ' 
€ = hye, Se Sor + Brier, 


Tout élément E, contenant E,_, a done un élément linéaire 
commun avec l’élément Q. Il me peut avoir plus d’un élément 
linéaire commun avec Q. Si, par exemple, un élément E, avait en 
commun avec Q les deux éléments e’,, e’,, les p + 1 éléments 
Cy) +++) Cp 4, C1, Cg ne seraient pas distincts, contrairement & 
Vhypothese. Les éléments K, contenant E,_, correspondent donc 
d’une fagon univoque aux éléments linéaires de l’élément Q a 
r, dimensions ; ces éléments E, dépendent donc de Py — 1 para- 
metres, | 

Lorsque r, est nul, l’application de la régle conduirait & une 
valeur négative pour le nombre des paramétres dont dépend 
Vélément E, renfermant E,,; nous avons vu que dans ce cas il 
nexiste pas d’élément de cette espéce. Si r, = 1, nous avons vu 
quil y aun seul élément E, contenant E,_,. 


() M, Cartan désigne par rp +1 le nombre que je désigne par rp. 
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La proposition s’applique aussi pour p=1. Un élément d’ordre 
zéro Ky est constitué par un point (x,,..., 2,); l’élément polaire 
H(E,) se compose de l’ensemble des éléments linéaires intégraux 
issus de ce point. Ces éléments lingéaires forment une multiplicité 
ponctuelle a r, = n — r dimensions, et les éléments linéaires inté- 
graux qui renferment EH, dépendent bien der, —1 parameétres. 

Prenons encore p= 2. Les coordonnées d’un élément linéaire 
intégral en involution avec un élément linéaire intégral e, doivent 
vérifierles 27 relations 

(op =O kp ——.0% (Lain at wees J). 

St Vélément.e, nest pas un élément singulier, les r équations 
w'; = 0 se réduisent a § relations distinctes, s étant le caractére du 
systéme (n° 74). 

Les éléments linéaires intégraux en involution avec e, forment 
donc une multiplicité ponctuelle & nm — r—s dimensions, et 
Vonan—r—s=1+?Pr,ou 


rg =n —r—s—ti. 


Les éléments intégraux E, qui renferment e, dépendent donc 
den —r—s—2 paramétres. Sin=r-+s-+ 2, il y a un seul 
élément intégral E, passant par e, ; c’est, par exemple, le cas pour 
le systeme le plus général de deux équations a 6 variables (n =6, 
r—=s=2), On le vérifie facilement au moyen de l’interprétation 
géométrique du n° 70. 

Silonan <r +s+ 2, un élément e, non singulier n’appar- 
tient A aucun élément intégral E,. Tel est le cas d’un systéme de 
deux équations a cing variables et de classe cing (n° 76) ; ona 


Les nombres r,, vont en diminuant quand Vindice p crott. 
Soit E, un élément intégral 4 p dimensions et E,_, un élément 

4 s La ie 
intégral a (p— 1) dimensions contenu dans E,. L’élément 
polaire H(E,) & p + r,,, dimensions est évidemment contenu dans 


het? a 1 on % ee ae = ne 
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élément polaire H(E, ,) 4p—1-+/7, dimensions, car tout élé- 
ment linéaire intégral en involution avec E,, est aussi en involution 
avec K, ,. Ona donc, entre les dimensions de ces deux éléments, 


72 lh = a 
Vinégalité p + Pyi¢<P—1 + Pp, OU 
(2) To Z Vou + I. 
Cette inégalité subsiste évidemment si r,,, 0; elle s’applique 
aussi pour p=1. 
La différence r,,— Py, est au plus égale ar + t. 
Considérons,-en effet, un élément E,_, et Vélément polaire 
. ' c , =I ye . rao 
H(E,_,), qui est déterminé par K,_, et par r, éléments linéaires, 


que nous représenterons par 


&, xe Ayia) cee 
» <19 p) Tp ds 


n’appartenant pas a4 E, ,. Un élément E,,, renfermant lélé- 


ment EK, = (K,_,, ¢) sobtient en adjoignant a E, un élément 
€ ieee a ee ae Ap 18ers en involution avec «. Les para- 
MNOS Bhs coe yt doivent vérifier r relations linéaires qui ne 


sont distinctes que si le caractére s du systeme est égal a r, et, 
comme ces paramétres y figurent d’une fagon homogéne, lélé- 
ment E,,,, qui contient E, dépend au moins de r,— 2 —r para- 
metres distincts. On a done 


ke ABS pe 
c est-a-dire 
A) Pee Se oe F 


Il est 4 remarquer que l’inégalité est. évidente si r, —r—o2 est 

, ff , x 5 s a? ‘ 
négatif ou nul. Elle s’applique aussi pour 7, ,; =o. 

Si les coefficients du systeme S sont quelconques, il est clair 
que les r relations, qui expriment que les éléments ¢, <’ sont en 
Khare as ook ‘ 
involution, sont distinctes, et l’on a Pg — Ux =P br. Dansece 
cas, le caractére s est égal ar, et l’on a bienr, —r,=r-+r. 

Remarquons, une fois pour toutes, que les nombres r, allant en 
diminuant, on finira par en trouver un ry41=0 (voir n° 85). Les 

” : ree \ . 
_nombres r, d’indice supérieur ag + 1 n’existent pas. On suppose 
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toujours dans les raisonyements que l’indice p est inférieur ou au 
plus égal a g. 

Il existe une relation d’inégalité trés simple, entre trois nombres 
consécutifs 7,, Py,1, Tyre. Soit E,_, un élément intégral contenu 
dans un élément intégral E44 = (E,_1, ¢, ). Les deux éléments 
E,=(EH,_,,<) et E’, —=(E,_,,¢') sont distincts et contenus dans 
E,41- Solent H(E, ,), H(E,), H(H',), H(E,,,) les éléments polaires 
correspondants de ces quatre éléments intégraux; le premiera 
p—t-+r, dimensions, le second et le troisitme ont p+r,., 
dimensions, et le dernier a p+1+ y+ dimensions. Tout élément 
e de H(E,,,) appartient aux deux éléments H(E,) et H(E’,), et 
inversement tout élément commun a H(E,) et H(H',) appartient a 
H(E,,,). D’autre part, les deux éléments H(E,), H(K’,) font partie 
de H(E,_,). On a donc, en vertu de la relation générale (1), entre 
les dimensions de ces quatre éléments, 


2P + Wyig VPI 2 +P —l + ly, 
inégalité que l'on peut encore écrire 
(4) Pp —Pp4 Zz Py41— Tpie: 


La demonstration s’applique quel que soit p, pourvu que les 
nombres 7,, Pps, pre existent. La différence r 
donc augmenter avec p. 

La relation (3) est elle-méme une conséquence de l’inégalité (4). 
Ona eneffet 7; —r,=s+1<r-+1, et par suite Py —l p44 SO + jee 
quel que soit p. 


Pp yi Ne peut 


Remarque J. — Dans la définition du nombre r, relatif a un 
élément intégral K,-1, nous supposons que cet élément E,_, est un 
élément arbitraire de cette espece. Pour certains éléments KE, , 
choisis d’une fagon particuliére, il peut se faire que les éléments 
linéaires en involution avec E,_, forment une multiplicité a plus 
dep—r--r, dimensions. De tels éléments sont appelés éléments 
singuliers. Un élément E,(2,°, x,°, ..., Z,°) peut lui-méme étre 
singulier, si, pour les coordonnées de ce point, tous les détermi- 


nants d’ordre r déduits du tableau des coefficients du systeme de 
G, Prob, 23 
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Pfaff sont nuls. Les éléments linéaires intégraux issus de ce point 
forment alors un élément plan 4 plus de n —r dimensions. 

Remarque II. — Soit If le nombre de paramétres dont dépen- 
dent les éléments Kp4, qui renferment un élément non singulier E,, 
en supposant bien entendu qu’il existe de tels éléments, c’est-a-dire 
que p+ q est au plus égal a g (voir n° 85). Les éléments Ep+4q—1 
qui renferment l’élément E, dépendent par hypothése de ee para- 
métres. Chaque élément non singulier de cette espéce appartient a 
son tour do ’?t7—! éléments E,jg- Le nombre If est done au 
plus égal & ie + rpt+q¢—13; mais, pour avoir la valeur de If, il 
faut diminuer le nombre précédent du nombre des paramétres 
dont dépendent les éléments Ep; 7-1 qui renferment |’élément E,, et 
appattiennent a un méme élément E,;,. Pour évaluer ce dernier 
nombre, il suffit de raisonner comme plus haut (page 350). L’élé- 
ment Ep+,¢ est déterminé par les p éléments e,, és, ..., e, qui déter- 
minent EK, et par g éléments e’;, ..., e’y distincts des premiers. 
Soit Q élément plan a g dimensions déterminé par les q élé- 
ments linéaires e), ..., e’g. Un élément Epiq-1 contenant Ep et 
contenu dans E,1,¢ est déterminé d’une fagon univoque par un élé- 
ment a g—1 dimensions contenu dans Q. Ces éléments Ep}q—1 
dépendent donc de g — 1 parametres et l’on a 


= + rppg— 1 —(G@—1) = 1 + ppg —¢. 
De la formule aie =Tp4, — 1, on déduit donc par récurrence 
la formule générale 
(5) W=royit+..+ retg—[tt+2+..4+ 9] 


St FE a cot = rpg — EE a) . 


En particulier, les éléments E, qui contiennent l’élément E, 
dépendent de 
(6) ri sree re giy eC Abdu dk 
2 


parametres. 

De ce qui précéde résulte la possibilité, au moins théorique, de 
déterminer les nombres rp par des calculs linéaires, et de former 
les équations des éléments intégraux des divers ordres. Nous 
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allons indiquer, au paragraphe suivant, comment les calculs 
peuvent étre effectués. 


84. Calcul des nombres r,. — Tout élément intégral E,, est 
représenté par un systeme de n— p relations 


(Ep) Wy ==0, De, .--, Ty» =O, 


D1, Bg,+++, Byr_, Ctant n— p formes de Pfaff distinctes ; les r formes 
@,, +++, © qui figurent dans les équations du systéme S font partie 
des précédentes, ou en sont des combinaisons linéaires. 

Pour qu'un élément linéaire intégral (8x,, ..., 5x,,) soit en inyo- 
lution avec l’élément E 


, 


p il faut que les r équations 


’ 
W,=—=O0,. OO) 


soient vérifiées par tous les éléments linéaires (dx,, ..., dx,,) qui 
satisfont aux équations -de Ep. Si on ordonne I’équation wo’, = 0 
par rapport a dx,, ..., dx,, elle prend la forme 


== Qi(S)dx, +- Qia(d)dax, +4.4,+ Qin(S)dan = 0, 


Qi, ..., Qin étant de nouvelles formes linéaires en d2x,, 0X, ..., OX,,. 
Pour que cette équation ’; =o soit une conséquence des équa- 
tions de Kp, il faut et il suffit que tous les déterminants d’ordre 
n—p+1déduits de la matrice formée par les coefficients de 


dx,, ..., dx, dans les n —p +1 équations 


— | Nae 
By =O, - ++) Dy» = 9; Oy =O 


soient nuls. En prenant successivement 71, 2,...,7r, et en adjoi- 
enant les r relations w;(d)==o0, on obtient N équations de Pfaff 
distinctes que doivent vérifier les da pour que l’élément corres- 
pondant soit en involution avec Ep. Il suffira de remplacer dans ces 
équations dx; par da; pour avoir les équations de l’élément 
polaire H(Ep). Cet élément ayant au moins p dimensions, puis- 
quwil contient E,, le nombre N est au plus égal a n—p; si ’élé- 
ment Ep n’est pas un élément singulier, on a, d’apres la définition 
du nombrer,,,, 2 —N =p + P44, et par suite r,,,=n—p—N. 

Lorsque ies équations de K, sont résolues par rapport & n — p 
des différentielles, on peut opérer plus simplement. Si, par exem- 


306 LECONS SUR LE PROBLEME DE PFAFF. 


ple, on a résolu ces équations par rapport a dry,,, «.+5 dx,» en 
remplacant dx, ,,, .-., dx, par leurs expressions au moyen de 
dx,,...,dxXp dans les équations w';==o0, on aura les équations 
de H(Ep) en égalant a zéro les coefficients de dz, ..., dx, dans 
les résultats de cette substitution, et en adjoignant les équations 
7 Or 

Puisque l’élément polaire H(K,) contient lélément Kp, les 
N=n—p—r,,, ¢quations de cet élément sont de la forme 
(n° 81) 

Ajo,.+ Aim, + ... + Ain-pon—p = 0, (i=, Oe NG ae 


Tout élément E,,, renfermant E, est lui-méme représenté par 


un systéme d’équations de la forme 


ont (oy) On—p 


dy de gol dnp : 


Pour que l’élément plan ap + 1 dimensions représenté par ces 
équations soit un élément intégral K,,,, il faut et il suffit quil 
soit contenu dans |’élément H(Hp,), c’est-a-dire que les n — p para- 
métres i; vérifient les N relations linéaires distinctes 


Aitht a6 Aid, qe oto Se Ai, n—pAn—p = 9, (z — I, 2,..., IN): 


Il y a done n—p—N=r,,, de ces parametres qui restent arbi- 
traires et, comme ils figurent d’une fagon homogeéne dans les 
équations de E,,,,, on voit bien que ces éléments E,,, dépendent 
bien de r,,, —1 paramétres arbitraires, comme on l’a reconnu 
directement. 

L’emploi des formes symboliques de différentielles permet de former 


> ‘ ly ° , : . 
d’une fagon trés symétrique les équations de H(E,). Puisque E, est un 
élément intégral, on a les 7 congruences 


te = 
Og == 105 (m0; a, oo gp) 
que l’on peut écrire 


: 
OM =MAinvonion {Sha Wistert Diph a, ae (Se 15 Soucy age) 
hk 


T1, 72, .+., Tp étant des formes de Pfaff qui forment avec aj, ao, ..., has Fs 
un systéme de n formes distinctes, et les formes Qi; étant des combi- 
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naisons linéaires des formes a, ..., B,_p». Les éléments linéaires inté- 
graux en involution avec E, vérifient les relations 


wi(d) ==07 Qik(d) =0,; 


et inversement. Il suffit de remplacer 0 par d pour avoir les équations 
de l’élément polaire H(E,). On vérifie bien que les premicrs membres 
sont des combinaisons linéaires de a, ..., G,_». Les conditions qui 
expriment que les n—p équations ojo représentent un élément 
intégral de S expriment aussi que le systéme S fait partie du systéme 
dérivé. du systéme de Pfaff S, des n—p équations wi =o. La recherche 
d’un systéme S, jouissant de cette propriété revient donc a la détermi- 
nation des éléments intégraux de S, 


L’application de cette méthode permet de déterminer de proche 
en proche tous les éléments intégraux d’un ordre quelconque d’un 
systeme de Pfaff. Supposons, pour fixer les idées, que le systtme 
donné puisse étre résolu par rapport a dx,, dx,, ..., dx,-. On 
aura les équations générales d’un élément intégral du premier 
ordre K, en adjoignant aux équations de S les n—r—1r équations 


: dxtrt4-- dxpiz __ dan 
je er Bee ee 


out Ay, ..., An—r Sont arbitraires ; pour des valeurs quelconques de 
ces paramétres, on aura un élément non singulier. 

On peut ensuite, en appliquant la méthode générale, former les 
équations d’un élément E, contenant E,, et cet élément K, dépen- 
dra de r,—1 nouveaux paramétres. En continuant ainsi, on 
obtiendra de proche en proche tous les éléments intégraux a un 
nombre quelconque de dimensions. On n’est arrété dans l’applica- 
tion de la méthode que si l’on arrive 4 un élément Ep qui est iden- 
tique 4 son élément polaire. Il est clair que ce procédé permet de 
former les équations de fous les éléments intégraux, singuliers ou 
non singuliers. 

Si les paramétres dont dépend un élément Ep, ne satisfont a 
aucune relation d’égalité, cet élément n’est pas singulier ; si ces 
paramétres sont tels que l’élément polaire H(K,) ait un nombre de 
dimensions supérieur au nombre normal pour un élément quel- 
conque d'ordre p, cet élément est un élément singulier. 

Il est évident que l’on n’a que des calculs linéaires a effectuer, et 
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les coefficients des différentielles dz; dans les équations de |’élé- 
ment E, le plus général a p dimensions sont des fonctions ration- 
nelles de certains paramétres. Le nombre des paramétres distincts 
dont dépend Vélément Ep a été calculé plus haut (n° 83). 


85. Genre d’un systéme. — Considérons la suite des nom- 
bres 7,, 7s, +--+) Tp» --- qui ont été définis plus haut, et qui vont en 
diminuant avec l’indice, et soit ry le dernier de ces nombres qui 
soit différent de zéro. Le nombre g correspondant s’appelle le 
genre du systeme; pour un systtme de genre g, la suite des 
nombres rp, s'arréte done ar, et l’on a la suite d’inégalités 


(7) Pi yt ae sl ghee Lge Os 


Le nombre suivant ry41 serait nul; l’élément polaire d’un élé- 
ment Ey est & g dimensions seulement et se confond avec Ky lui- 
méme, si cet élément ne satisfait 4 aucune condition particuliére. 

Il est facile d’avoir une limite supérieure du nombre ¢; en effet, 
puisque les nombres rp vont en diminuant d’une unité au moins 
quand on passe d’un nombre au suivant, on a rg <r; —(g — 1), 
ourg<n+1—r—g, et, comme ry est au moins égal aun, ona 
g<jn—r, résultat 6vident a priori, car il ne peut y avoir délé- 
ments intégraux a plus de n—r dimensions. Dans le cas ou 
g=n—r, il passe un élément E,~, par chaque point de l’espace 
et un seul, et le systetme est complétement intégrable. On peut 
confirmer ce résultat en observant que g ne peut étre égalan—r 
que si toutes les différences rp — r,,, sont égales & l’unité. En 
particulier, on doit avoir rj;==r,+1, et le caractére s doit étre 
nul. Inversement, si le systeme S est complétement intégrable, 
deux éléments linéaires intégraux quelconques sont en involution 
et élément polaire d’un élément intégral d’ordre quelconque 
H(E,_,) se compose de l'ensemble des éléments linéaires intégraux 
issus de Ey.Ona done p—1 +rp =n —r, ourp =n—r—-p+t. 
Les nombres r;, 72, 73, -. vont done en diminuant constamment 
dune unité jusqu’au dernier ry, ou g=n—r, qui est égal a 
Punité. 

On verra un peu plus loin (p. 362) une limite inférieure du 
nombre q. 


CHAPITRE VIII. —- MULTIPLICITES INTEGRALES. 359 


En résumé, pour un systéme de Pfaff quelconque, il existe 
une suite de g nombres entiers positifs décroissants, tels que : 


z 


Par un point arbitraire K, de Uespace, il passe o Tim bbe 
ments K, ; 

Tout élément K, non singulier appartient a "2" éléments es 

Tout élément EK, non singulier appartient & 2 "3" éléments EB, ; 

aoe: 

Tout élément Eg_1 non singulier appartient a a "7 * élé- 
ments Kg, si rg >1, et a un seul élément Ky, si rg =1 ; 

Un élément Ey, non singulier n’appartient a aucun élé- 
ment Eg+4. 

Cela ne signifie pas qu’il ne peut exister d’éléments intégraux E,, 
a plus de g dimensions; mais, s’il existe de tels éléments, tous 
les éléments EK, qui y sont contenus sont des éléments singuliers. 


Nous dirons aussi qu’un élément E,,, dont l’ordre m dépasse le 


m? 
genre du systeme, est un élément singulier. 
Considérons, par exemple, le systeme de deux équations (n° '76) 
a Gerla 50,2 oO, == Oa, == 05 
on a, pour deux éléments en involution, 
eyes aft 
wW, == dx,0a, —- dx,0L, = 0, 
Agepee — 
w', = dx, dx, —dx,dx, = 0. 
Ces deux équations, ot l’on regarde dx,, dx, dx, comme les 
indéterminées, n’admettent pas d’autre solution que 


On, She 0X3 is OX; 
dx, i adx3 ie, dx. 


si dx, n’est pas nul. Ce systeme est donc de genre un, et un élé- 
ment intégral arbitraire E, n’appartient a aucun élément E,. Mais 
si l’ona dx, =o, les deux équations w'; = 0, w',=0 se réduisent a 
une seule da, o0. Par chaque point de l’espace il passe done un 
élément du second ordre F2, défini par les équations dx, = 0, 
dx, = 0, dr, = 0, quoique le systéme soit de genre un. 

D’une fagon générale, supposons que par un point guelconque 
de l’espace il passe un élément. intégral E,, et un seul; le genre g 
du systéme est au plus égal a met, srl lui est égal, le systéme est 
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complétement intégrable. D’abord, il est évident que le genre g ne 
peut ¢tre supérieur a m, car, si l’on avait g > m, chaque point de 
Vespace appartiendrait 4.une infinité d’éléments E,,. Si lon a 
g =m, élément E,, qui passe par un point de l’espace, doit con- 
tenir tous les éléments linéaires intégraux issus de ce point. On a 
done g =n —r, et nous venons de remarquer que, dans ce cas, le 
systéme est complétement intégrable. 

Ceci conduit & généraliser la définition donnée plus haut (n° 83) 
des éléments singuliers. M. Cartan dit qu’un élément Ey est singu- 


lier s'il appartient & un élément Ey +1, qu’un élément Eg est sin- 


: ae : R Pod Way : 
gulier sil appartient & plusde a gy éléments Ky, ou si tous les 
éléments E, auxquels il appartient sont singuliers,... qu'un élé- 


a 


ment E, est singulier si par ce point passe plus de 2071 élé- 
ments E,, ou si tous ces éléments linéaires sont singuliers. 

Les conditions auxquelles doit satisfaire un élément intégral 
singulier étant des conditions d’égalité, il est clair que l’on peut 
toujours, et d'une infinité de maniéres, trouver une suite d’élé- 
ments intégraux 


tels que chaque élément appartienne au suivant, et qu’aucun d’eux 
ne soit singulier. Si tous les éléments d'une multiplicité inté- 
grale Mp (p<g) sont des éléments non singuliers, on peut 
affirmer que par Mp, il ne passe aucune intégrale a plus de 
g dimensions. Nous verrons un peu plus loin que par Mp il passe 
au moins une intégrale My. 


86. Caractéres d’un systeme. — Soit S un systéme de 
genre g. De l’inégalité (4) on déduit que les nombres r, — r,— 1, 
Pg -—1T3 — 1, ++, fg-1 —lg — 1, fg —1, dont aucun ne peut étre 
négatif, forment une suite décroissante 


(8), M—m—1 Sh rs 1S: Sgt = Pg— IS ly — 1 


la derniére inégalité s’obtient en faisant P=IJ—1,’oi1 = 0 dans 
la relation (4). 
Les nombres de cette suite ont été appelés par M. Cartan les 
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caracteres successifs du systeme S, et on les désigne par la 
lettre s, 


Sy ig — 5) —— 5 5 


Soir rowers) Toe > i, 


Sg—1 = lg-1 as Tiguars I, 
Sg =Tlg — 1, 


et les inégalités (8) peuvent s’écrire d’une fagon abrégée 
(8') Sy D8, D883 DB... D Sg-1 D 8g 5 


S,, le premier caractére, est identique au caractére s défini plus 
haut, s, est le second caractére, ... Il y a g caractéres pour un sys- 
téme de genre g. Quelques-uns de ces caractéres peuvent étre nuls ; 
mais si s, est nul(v < qg), tous les caractéres suivants s,.,,... jus- 
qu’a sy sont nuls aussi. 

En ajoutant les formules (9) membre 4 membre, il vient 


Siar Shar osc ar Spe) = SS he, 
et l’on en tire 
(10) g=n—r—(s,+5,+...+5Sy). 
Si on pose r=Sp, cette formule devient 
(10’) gg =n—(S + +... + Sy). 


Prenons, par exemple, un systéme de deux équations a 6 varia- 
bles sans élément caractéristique. On a n=6, r=2, s,= 2, 
r,=n—r=h, rz=r,—1—S,=1,. et par suite g =2, s.=0. 
Le systéme est de genre deux, comme on deyait s’y attendre 
d’aprés ce qui a été dit antérieurement (n° 70, 83). 

Lorsqu’un systéme est complétement intégrable, tous les carac- 
téres sont nuls, et inversement. Il suffit d’ailleurs que le premier 
caractére soit nul pour que tous les autres soient nuls aussi. 

- D’aprés Vinégalité (3), tous les caractéres successifs sont au 


plus égaux ar, et l’on a les inégalités 


fern Tote Cy Po— Pg KP F 1, 000, %g=i— lg SP t+ 1; 
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et par suite r, —rg<(r + 1)(¢ —1), ou, en remplagant r, 
parn—r, 
(tr) rg—1>n—gqrt+}t). 

Si le nombre q ne dépasse pas le quotient entier de n parr +1, 
rg — 1 est positif, et par suite le syst¢me est au moins de genre q. 
Done, le genre dun systéme de Pfaff est au moins égal aw quo- 
tient, @ une unité pres, du nombre des variables par le nombre 
des équations augmenté d'une unite. 

Si les coefficients du systtme S sont quelconques, les inégalités 
précédentes doivent étre remplacées par des égalités. Soient ¢ le 
quotient de la division de n par (r +1), #& le reste; ona g—q, 


r,=n—?r, 
rg=n+1—2(r4+1),...,.mg=n+i—_gq(r+iI)=—A+1, 
S$) Spe Sg Sg es 


En particulier, s'il y a une seule équation w = 0, le genre est le 
quotient du nombre des variables par 2; il est égal a p s'il y a ap 
ou 2p+1 variables, en supposant bien entendu que les coeffi- 
cients de ne satisfont & aucune relation d’égalité particuliére 


(Cf. n° 6). 


87. Systemes de premiére espéce. — M. Cartan appelle 
systémes de premiére espéce les systemes pour lesquels le 
g®me caractére sg est nul. Supposons, d’une fagon plus générale, que 
tous les caractéres a partir de s, (v<g) soient nuls, le carac- 


A b 28 4 
tere s,_, n’étant pas nul: 
Silja Os Sy =S,44= .-. Sg = 0. 
Les nombres r,, Py sg ers allant en diminuant d’une. unité, on a 
Myig Sl, Mig Py — ay... Mg =r, —(G — 9), 
et puisque rg = 1, ona 


7 Tt Ne 
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Le plus petit nombre entier v tel que le caractére correspondant 
soit nul est le genre vrai du systéme. 

Soit E,_, un élément intégral non singulier; l’élément polaire 
H(B,_;) est & r, + v—1==g dimensions. Cet élément H(E,_;) 
est un élément intégral E,. Soient, en effet, e, «’ deux éléments 
linéaires quelconques de H(E,_,) n’appartenant pas a Hy_4, EK, et BE’, 
les deux éléments EK, = (E,_, ¢), E', = (E,_4, ¢’), les éléments 
polaires H(k,), H(E,) sont av + ry44=v —1 + ry = g dimen- 
sions, et sont contenus dans H(E,_;) qui a le méme nombre de 
dimensions. Ils se confondent donc avec H(E,_,) et par suite sont 
identiques, de sorte que deux éléments quelconques ¢«, ¢’ de 
H(E, _,) sont en involution. Par tout élément intégral B,_, non 
singulier, il passe donc un seul élément intégral Ky, qui se con- 
Sond avec élément polaire H(E,_,); il ne peut y avoir un autre 
élément E’, contenant E, ,, car tous les éléments linéaires 
de E’; doivent faire partie de H(E,_,). 

Inversement, supposons que |’élément polaire d’un élément inté- 
gral E)_, non singulier soit un élément intégral E, (g¢ >). En 
ajoutant a E)_, un élément « de Ey n’appartenant pas a E,_,, on 
obtient un élément intégral EK, = (H,_4, ©), dont l’élément 


polaire H(E,) se confond avec Ey. On a done aussi 
y—I +r ,=y + Ty44) 
et par suite s; 0; on démontrerait directement de la méme 


facon que tous les caractéres suivants sont nuls. Le genre du sys- 
teéme est g puisque tout élément linéaire en involution avec Ky 
appartient 4 cet élément. Le genre vrai est au plus égal av, 
car $4, S,_9, --, peuvent aussi étre nuls. 


Les systémes de Pfaff pour lesquels il existe des caractéris- 
tiques sont de premiére espéce. Supposons que chaque point de 
espace soit Vorigine de y éléments linéaires caractéristiques 
distincts, c’est-a-dire en involution avec tous les autres éléments 
linéaires intégraux de méme origine (n° 66). L’ensemble de ces 
éléments caractéristiques forme un élément plan a y dimensions, 
qui est évidemment un élément intégral E,. Soit g le genre du 


< 
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systéme; tout élément Ey non singulier contient I’élément E, de 


méme origine. En effet, sic était un élément caractéristique n’ap- 
partenant pas a E,,|’élément Ey 41 = (Ez, «) contiendrait Ky. Si Ey se 
confondait avec E,, tous les éléments linéaires intégraux seraient 
caractéristiques, et le systéme serait complétement intégrable. 
Soit g=y + '; un élément Ey non singulier est déterminé 
par E, et par g’ éléments linéaires non caractéristiques @,, @2,..-, g!. 
L’élément Eyr—(e,, és, ..-, eg’) est un élément intégral contenu 
dans Ky, et son élément polaire H(Eg') se confond avec Ky, car, s’il 
contenait un élément <« n’appartenant pas a E,, l’élément (Ky, <) 
serait un élément intégral E,,; renfermant Ey, ce qui est contraire 
a Vhypothese. 

Nous venons de voir que le caractére s,'4 sera nul, et par suite 
le genre vrai d'un systéme de genre g est au plus égal a 
g +i1=g—y+1, si ce systeéme admet des multiplicités 
caractéristiques a y dimensions. 

On a vu plus haut que tout systeme de Pfaff an variables et de 
classe n —y==n' peut étre écrit de telle facon qu'il n’y figure 
que n' variables et leurs différentielles. Pour ne pas multiplier les 
notations, nous supposerons ce changement de variables effectué, 
de telle sorte que les n’ variables x,, x, ..., Lnt figurent seules 
dans les r équations du systeme S 


®,, = 0, @, = 0, 1.5 Wr =O. 


Ce systtme S peut étre envisagé de deux fagons, suivant qu’on 
le considére comme définissant une famille d’éléments linéaires E, 
dans l’espace a n dimensions (a, ..., x,,) ou comme définissant un 
systeme d’éléments dans l’espace a n' dimensions (x,, %,, ..., Zn!). 
Quand le systéme sera envisagé a ce point de vue, nous le dési- 
gnerons par S’. 

A tout élément intégral E, de S correspond un élément E’, et 
un seul de §’, sauf si l’on avait, pour cet élément E,, dx, =o, ..., 
dxn' = 0. Inversement tout élément intégral E’, de S’ est la pro- 
jection dans l’espace a n' dimensions de oc? éléments intégraux E, 
de S, car on peut choisir arbitrairement les valeurs de dx,,,,,...,. 
de,,, Plus généralement a tout élément intégral E, de S correspond 
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un élément intégral KE’, de S' si les coordonnées de cet élément E 
pd 2 
ne vérifient aucune relation Végalité. Soient 


GIS asp OI OL, 105 OL 


n 


les coordonnées d’un élément intégral e du systéme S en involution 
avec Ep; l’élément correspondant e’ du systéme S! (dx, ..., dn) 
est en involution avec Ep. 

Le lieu de I’élément e est un élément plan H(Ep)a p + rp dimen- 
sions dans l’espace a n dimensions ; le lieu de |’élément e’ est un 
élément plan H(E’,) a p + rp dimensions dans l’espace a n' dimen- 
sions. Mais la différence rp — r'p doit étre égale An —n'=y, car 
les relations qui expriment que l’élément e est en involution 
avec E, ne renferment que dx, ..., 0Xn', tandis que dan'44, ..., 0X 
restent arbitraires. 


n 


On a donc, pour le systéme S’, 


MSP Mga I ee P= Tp 
Seas Sosa on Sp == Sp: 
Le genre du systéme S! est diminué de y unités, mais les carac- 
Peres S78 oy <5 Se 
Considérons, en particulier, un syst¢me formé d’une seule 


sont égaux respectivement a S,, Sg, -.., Soy" 
équation 4 2p +1 variables et a coefficients quelconques. Il suffit 
de faire, dans les formules générales du n° 86, n=2p + 1,7r=1; 
le genre g est égal a p, et l’on a 


r,=2?p, Py == 2P — 24 ooey Pp = 2, 
S, SS, =... == Spl. 
Une équation de Pfaff A n variables et de classe 2p +1<n 


forme un systéme de premiere espéce pour lequel on a 


g=n—pti. 


- 


Les p premiers caractéres sont égaux a lunité, et les suivants 
sont nuls. 


88. Théoreéme d’existence. — Apres ayoir étudié la compo- 
sition des éléments intégraux d’ordre quelconque, il nous reste a 
examiner la question essentielle. Etant donné un systéme de 


3 
: 
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Pfaff S de genre g, peut-on assembler. les éléments intégraux 
d’ordre p (p<) de facon & obtenir une multiplicité intégrale M,, 
et quel est le degré d’indétermination du probléme ?. Nous ne nous 
occuperons que des intégrales My non singuliéres, c’est-a-dire dont 
tous les éléments Ep ne sont pas des éléments singuliers. 

Il est évident, ainsi qu’on l’a déja remarqué a plusieurs reprises, 
que le systeme S admet une infinité d’intégrales & une dimen- 
sion M,, dépendant de fonctions arbitraires d’une variable, qui 
s’obtiennent par l’intégration d’équations différentielles ordinaires, 
quand on a choisi ces fonctions arbitaires. Comme toute inté- 
grale M,,, renferme une infinité d’intégrales Mp, on est conduit a 
se poser le probléme inverse, c’est-a-dire 4 rechercher les inté- 
grales M,,, passant par une intégrale Mp, le nombre p étant sup- 
posé inférieur 4 g. Le théoreme suivant, di a M. Cartan, est 
fondamental. 

Par toute intégrale non singuliére Mp, tl passe au moins une 
intégrale M,.,, st le genre du systéme est supérieur a p. Il en 
passe une et une seule, si chaque élément intégral K, non singulier 
appartient a un élément intégral E,,, et a un seul. Il en passe 
une infinité dépendant de e fonctions arbitraires de p+ 1 argu- 
ments, st chaque élément tntégral non singulier Ep appartient 


a of éléments intégraux EB, 41- 

Le nombre p est identique a7r,,,—1,7r,,, étant le nombre 
défini plus haut (n° 83). 

Soient E,° un élément particulier non singulier de Mp, et 
a°, ..., £,° les coordonnées du point de l’espace & n dimensions 
d’ou est issu cet élément. Comme nous ne considérons que des 
multiplicités analytiques, nous pouvons supposer que, dans le 
yvoisinage de ce point, nm —p des coordonnées d’un point de M, 
sont des fonctions holomorphes des p autres coordonnées, que 
nous appellerons x, 22, ..., Lp, de sorte que la multiplicité Mp est 
représentée par le systeme d’équations 


(12) Ly +4 = (Ly, dogs) 
Ly so = PalWys v2+y Lp)y oy Ly = Gaba prusay eC): 


Toute multiplicité M,,, passant par M, peut étre définie en se 
donnant Lyity ++» L, en fonction de 2, ..., Zp, et d’une autre 
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variable x’, ces fonctions étant telles qu’elles se réduisent aux 
précédentes ¢, 9,, ..., quand on prend pour «’ une fonction conve- 
nable de x,, x, ..., Lp. Il est évidemment permis de supposer que 
cette variable x! est une des variables x, ,,, ..., x,,. Nous suppose- 
rons, pour fixer les idées, que c’est x, ,, et, pour plus de clarté 
dans les notations, nous remplacerons &,.,, par (2, ..-» Lp) + &, 
et nous désignerons les variables x, ,.,..., 2, Pal £4) Zp) «+-) Zms 
le nombre m étant égal a n — p— 1. Avec ces notations, les varia- 
bles qui figurent dans le systtéme S sont 


erecta py om Uy Say oy 2 ts Sos 


la multiplicité intégrale Mp connue est représentée par le systtme 
d’équations 


Op ee a, bee 2 (001, er p)s- 2+ «5 22h, Oy (LiF d-09p)s 


et toute multiplicité M,., renfermant M, est a son tour représentée 
par les m équations 


(G4) hip GE ee) ame g-0—A Ok CY Raa oh 


les m fonctions ®,, ..., ®,, devant se réduire a 9, ..., 9,, respecti- 
vement pour x==0, et étant holomorphes dans le domaine du 
OMe ee— On eye 0 28, Sop =m, Lp 

Pour exprimer que les équations (14) représentent une inté- 
grale Mpj1, on peut écrire que tout élément Ep,, de cette multipli- 
cité est un élément intégral du systéme. Or tout élément Ep+; 
de Mp+1 est défini par les p +1 éléments linéaires distincts 


gon. Oy LS RAD ge ie OL em 2 

E MOM ye, OR LE dz, 5 ry ed 
a2 ox 
dx, ax —. dt, . dz dx anda 

a ok, Ome .0 a24 main © 
O24 O24 
da, Axe itt Aon Oem Oe & __ zm, 

ep (epee aberration yee 
Ip Ip 


- Ces p + 1 éléments linéaires doivent étre intégraux et deux a 


deux en involution. 
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Soient 


wlk) =apda + agidx, + i> + Arpdtp + bids, +... + bemdznm= 0 


(ites -19, pty 2) 
les r équations du systeme S. Nous poserons 
Q6) = ap + bea 24 2. + Bem 22 
0 Uy ip xn ee Ales 9 
Og Oz 
al ae ay te eryesetee fi Pe ATES 
Qi") = api + Our dri +... + bem ee 


les A(p + 1) équations Q,/")=o0, Q“)=0 suffisent pour exprimer 
que M,+, est une multiplicité intégrale du syst¢me. Mais on peut 
leur adjoindre immédiatement celles qui expriment que les p + 1 
éléments e, @,, ..., €p sont deux a deux en involution, et qui se 
déduisent des premiéres. Ces relations peuvent s’écrire sous forme 


abrégée 
00,,(*) d.0;(4) ‘ 
On At) = o — == i(6) a Oe eer 
oe Iai a ? ( es ea 
» dQi(h) 3.0,;(4) x ahy 
Os) J” —o Use] == Ve aees 
“J Ix; 0Xi ’ ( ’ J > ? P); 


os . reat : s 
le symbole ae indiquant une dérivation par rapport 4 <i, quand 
es 


on yregarde 2,, Z,,...,Z,, comme des fonctions des p + 1 variables 
indépendantes x, x, ..., Zp. Nous partagerons ces équations en 
deux groupes, le premier ne renfermant pas les 0,(*), 


d.0;(R) 0.0;(R) hake 
(I) ot) =0, Oi en aremsrce. Ct ae ee yale 


les équations de ce groupe expriment que les p éléments e,, @,, 
.. +, @p sont intégraux et deux a deux en involution. 
Les équations du second groupe 


(I) a6, opifl) 2M (*) BOAR) __ ; 
P Oxi ox 
expriment que e est un élément intégral en involution avec les 
p éléments linéaires e,, @,, ..., ep. 
Si les relations du groupe (I) sont vérifiées, l’élément a p dimen- 
sions défini par les p éléments linéaires e,, e,,..., ep est un élément 
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intégral E, du systéme S. Les équations (II) que doit vérifier l’élé- 
ment e pour former avec E, un élément intégral Epi, sont donc 
compatibles si les équations (I) sont vérifiées et se réduisent a 
m—o 6quations distinctes, puisque l’élément e doit dépendre par 
hypothése des p paramétres arbitraires. Ces équations (II) peuvent 


Og 
A 0 3 n Oe OL4 m—oO 
donc étre résolues par rapport a m —p des dérivées SRO ear 


Gout AN mat 


og 
== OF. 
Tay 08 (Cr ee Es eae ir decide =” 
ae 4 3 49 1“~ps 44> > ~m) x , here 2 


(11') dar 


°2m—p ts ( ) 
= Ci vias m—p OO 


OL 


les seconds membres dépendant des variables x, x,, ..., 2p, des 
fonctions %,, ..., Z,, et de leurs dérivées par rapport aux varia- 


Og 
: peg T= pA ds 
bles '2:,, .::, Xp, et. enfin des dérivées ———o— By ees Bas et ces 


seconds membres sont linéaires par rapport a ces dérivées. 

Ce systeme (II’) est un systéme de forme normale, dont on sup- 
pose, bien entendu, les seconds membres holomorphes dans le 
voisinage des valeurs initiales des arguments. 


Prenons pour Zimn.—pqir <1? 2m des fonctions arbitraires 


t 


P n—pi(2s Ly, +++) Xp), COD) @ (2, Ly very Zp) 


des p+ 1 variables x, x, ..., Zp, se réduisant, pour x = 0, aux 
m — o fonctions 


®m—p4ib2r» aM) aire ais PiglSeag vscis lp) 


et holomorphes dans le voisinage de c= 0, 2;=2,°, ..., Lp = Xp. 
Les équations (II') admettent alors un systeme d’intégrales holo- 
morphes 


£4 == ®, (a, Hy o00y Lp), oe eg az = Dp p(%, Lt» +++) Lp) 
G, Prob. 24 
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se réduisant, pour 2==0, aux m— ¢ fonctions 9,(2,, ..-, Lp), «+5 
®m—pLa» ..s) Lp). Les multiplicités Ip+1 représentées par les 


‘ 


formules 
(1D) 8, = Dy ogi), teres yy a ey ng te) 


passent bien par la multiplicité Mp, et, d’apres la fagon dont ona 
obtenu ces multiplicités Niip44, il est clair que toute intégrale Mp+4 
du systeme de Pfaff passant par M, est comprise dans les multi- 
plicités Dipti, par un choix convenable des fonctions arbitraires 
Ppt ..., ®,, desp +1 arguments 2, X,, ..., Lp. 

Nous allons maintenant démontrer, et c’est la le point le plus 


délicat de la démonstration, que réciproquement, quelles que 


sotent les fonctions arbitraires ® 5 ®,,, Satisfaisant aux 


m—p-+1? 
conditions spécifiées plus haut, la multiplicité Np1i est une 
intégrale du systéme § (+). 


(‘) M. Cartan établit ce point essentiel par un raisonnement intuitif trés — 
intéressant, que je reproduis presque textuellement (Voir Annales de l’Ecole 
Normale, 3+ série, t. XVIII, p, 260). 

« Pour démontrer que les multiplicités D/Up44 satisfont aux équations (1) 
et (II), nous allons démontrer que sz une multiplicité Me p+ déterminée comme 
ul a été dit, satisfait aux équations (I) et (II) pour une certaine valeur de x, elle 
y satisfait aussi pour la valeur infiniment voisine x + pz. 

Si cela est démontré, comme les équations (I) sont vérifiées par la multi- 
plicité MUp4+1 pour z = 0, puisque JiLp44 se réduit alors & M, et que les 
équations (Il) sont supposées vérifiées par la multiplicité ONLp+1, et par 
conséquent aussi les équations (II), il en résultera que les équations (I) et (II) 
sont yérifiées pour toute valeur de a. 

Or, supposons que pour une certaine valeur de x les équations (I) et (II) 
soient vérifiées. On a alors, en particulier, pour cette valeur de a, 


0.0,;(R) 00, (% 
(2) = 0, Ok) = 0, EN 208) 
¥ AYo) Wi 


aoe i ; k 
Mais si ©,(%) est nul, il en est de méme de sa dérivée Bait prise par 
ae 


L 


: : k 
rapport a la variable aj, indépendante de x. Donec ea 


est nul pour la 


valeur considérée de a. Or, dire que Q:(%) et 


DOA) 
5 s’annulent pour la 
valeur x, c’est'dire que Q;(k) s’annule pour la yaleur infiniment yoi- 
d.0,;(k) 
dxj 
analogues. Donc, pour x + dx les équations (1) sont vérifiées. Tl en est de 
méme par hypothése des équations (II') et, comme conséquence algébri- 
que, des équations (II) qui sont équivalentes A (II') en tenant compte de (I). 
Donc, pour «-+dx, toutes les équations (1) sont vérifiées. » 


sine « -+dz, Ilen est de méme, pour 2+0z, de et des quantités 
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Nous nous appuierons sur le lemme suivant qui est a peu prés 
évident. 


Soient F,, F,, ..., Fx des fonctions analytiques des h + p+1 


variables Z,, ..:;:Zn, pis ..05 xp, holomorphes dans le yoisinage 
des valeurs Z, = 0, .,., Zn = 0, 2—=0, eS Gy ye Ep sp? Ut 
se réduisant A zéro quand on Volait 2, 0}, vee) La o, quelles 
que soient les valeurs des autres variables x, 7, ..., Zp. Les 
équations 

(16) as = Fi CP Sat, 25" 5-3,,7) 


ou les seconds membres sont des fonctions linéaires et homogénes, 
a coefficients holomorphes, des Fi et des dérivées partielles des 
fonctions F,, F,,..,, Fx par rapport aux variables x,, 22, ..., Zp, pri- 
ses en y regardant Z,, ..., Zn comme des fonctions de x, 2, ..., Lp, 
n’admettent pas d’autre systeme d’intégrales se réduisant A zéro 
OOM) 0, QUCSA == On 6 is, 1% = 0 

Il est clair, en effet que Z, = 0, ..., Z,==0 est un systéme d’inté- 
grales des équations (16) et, d’aprés le théoréme général (Lecgons 
n° 1), il n’existe qu’un seul systeme d’intégrales satisfaisant a ces 
conditions initiales. 

Cela posé, nous savons que les équations (II) se réduisent a 
m — o équations distinctes, en tenant compte des relations (1). On 
peut toujours prendre, pour former ces m—p équations, les 
r équations Q,(*) = 0, puis s=m —p—r autres relations, que 


nous représenterons par 


OA 0n see 


Si on résout les m — p équations 


CR 040.10) —— 0,6 Og == 0, sg == 0 
og de p 
a3) , « po + 
par rapport a os Stee ie PB qu’on porte les valeurs obtenues 


dans les autres équations Qio(*) = 0, elles se réduisent ades identités 
en tenant compte des relations du groupe (I). Ces relations du 
groupe (I) ne sont pas non plus en général distinctes, et se rédul- 


sent a N équations distinctes. 
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Considérons le systtme d’équations 


OQ!) a U,', GOO) Ql”) ay U,”), 0, es U) Goby) On Us, 


aj) = U;), oy) == U;®), 


ou U,, Ur, Ui, Uy) sont regardées comme de nouvelles 
variables, et ot l’on ne prend pour former les équations de la 
seconde ligne que celles qui correspondent aux N équations 
distinctes du groupe (I). De ce nouveau systeme on peut 


de 
. ag m— page 
tier ee eee et quelques-unes des dérivées de 2, ..., 2» 
ox Ox 
par rapport aux variables x, ..., Zp en fonction’, dew, ean 
24, +++) Sm et des dérivées restantes, et des variables auxi- 


liaires U,®, UG, Ud), Uy); en portant les expressions de ces 
dérivées dans les fonctions Q);("), on obtient des fonctions des 
arguments précédents qui sont identiquement nulles en vertu des 
hypothéses si l’on suppose que l’on ait 


Ut) of Uh 0, UI S06. SU 0, 
Supposons que dans les expressions 0)("), Oj(*), Ooi), O77), on 


remplace 2, 2, .... Z, par les fonctions ®,, ®,, ..., ®,, définies 
plus haut. Soient V,(*), Vit#), Voit#), Vij'*) les fonctions de x, x,, 


..+, Zp ainsi obtenues, qui sont évidemment holomorphes dans le | 


voisinage dés valeurs initiales 2 = 0, &,=2,°, ..., Hp =p". 

D’aprés la fagon dont on a déterminé ces fonctions %,, ..., ®,,, 
les fonctions V,(*) sont identiquement nulles, ainsi que celles des 
fonctions Vy‘) qui correspondent aux s équations 0';— 0. Quant 
aux autres fonctions V,;*), et aux fonctions V;*), V;(*), nous pou- 
vons affirmer seulement jusqu’ici qu’elles sont nulles pour 2 = 0, 
quelles que sorent 2,, 2, ..., Zp- 

La relation 


oo, () — 2901") 2.0) 
Ii pia 
nous donne 
dVi(A) 
(17) so a Voit), 


puisque la fonction V,(*) est identiquement nulle, 


——— 
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D’autre part, Videntité 


d.0i;(R) “i ID (%) re I.O94(R) 
Ix Iwi Oe aT 


donne de méme 


(18) DVis(R) —— DVej(R) OV al) 
! ous PAC URe A worn tet OL of pom 


Or, d’aprés ce que nous venons de remarquer, les fonctions V,;'*) 
sont nulles identiquement toutes les fois que les fonctions V;(*) 
et V;;(*) sont nulles. Il s’ensuit, d’aprés le lemme cité plus haut, 
que les équations (17) et (18) n’admettent pas d’autres intégrales 
holomorphes s’annulant avec x que V;*) =o, Vj;;'*) =o. Les équa- 
tions (15) représentent donc bien une intégrale Mp, du syst¢me 


de Pfaff. 


89. Probléme de Cauchy. — Le théoreme précédent est 
Yanalogue du théoreéme général d’existence pour les syst¢mes 
d’équations aux dérivées partielles dont il se déduit. Nous allons 
maintenant indiquer un systéme de conditions qui déterminent 
complétement une intégrale My admettant un élément E, voisin 
d'un élément donné non singulier E,’°, et telles qu’en faisant varier 
ces conditions, on obtienne toutes les intégrales analytiques, holo- 
morphes dans le voisinage de cet élément. | 

Soient E, (x,°, x,°, ..., x,°) un point non singulier de l’espace, 
E,° un élément intégral non singulier issu de Ky, E,° un élément 
intégral non singulier passant par E,°, ..., Ey? un élément inté- 
gral non singulier passant par E°,_1. Les éléments polaires H(E,), 
H(E,°), ..., H(E°,-1) sont définis par des systemes d’équations 
linéaires que l’on peut écrire sous la forme suivante. Les r équa- 
tions qui définissent H(E,) sont les équations de Pfaff elles-mémes 
Om! on seremplacté 7,,.0,, ..», &,\par 21°s, 2,9, .:-, 0,9. Ces r équa- 
tions peuvent étre résolues par rapport 4 r des différentielles que 
nous désignerons, en modifiant un peu les notations, par 


H(E,) dug dit nner 


L’élément polaire H(K,) est défini en adjoignant aux équations 
précédentes s, équations nouvelles entre les différentielles autres 
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que dsz,, dz, ..., dzp. Nous supposerons ces équations résolues 


par rapport a s, différentielles nouvelles 
H(E,°) de), . oy A260. 


L’élément polaire H(E,°) a s, dimensions de moins que H(E,°) ; 
il est done défini en adjoignant aux équations qui définissent 
H(E,°) s, relations linéaires entre les différentielles autres que 
dz,, ..., dzr, dz,), ..., dzs,1), Ces s, relations peuvent a leur tour 
étre résofues par rapport a s, différentielles nouvelles 


H(E,°) dz,@), ..., dzs,(), 
et ainsi de suite. L’élément H(E°,_1) est défini en adjoignant aux 


équations qui définissent H(E%,—2) sy—1 équations nouvelles réso- 


lues par rapport Aa s,_4 différentielles 
P Pp g 


H(E°,—1) dz,9—-)), ..., diy 


Enfin E,° s’obtient en adjoignant aux équations précédentes 
’y — 1== Sq équations nouyelles résolues par rapport a sg diffé- 
rentielles - 

K,° Oe 1a) ee des, (9), 


Toutes les différentielles 


LES ALOE 


dz), ..., dgs,{t 


dz, ..., des (0), 


dont le nombre est r + s, + ... + sy==n—g, sont donc expri- 
meées au moyen des g différentielles restantes que nous désigne- 
OMS IPAM Ca isea, Aaa 

Pour avoir E°,_4, il faudra joindre aux-équations qui définis- 
sent Ky° une relation entre dx, ..., dxg, 


0 : — 
E g—1 diag — og, AX, + see — Og, g—1AXg—4 5 


pour avoir E°,_9, il faudra de méme joindre une autre relation 
Ontre: Ie), Ved Ly 


0 : — 
R79 dxg—1 = tg—1,1dx, sapere, elt pe g—2ALg—2, 
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et ainsi de suite. Enfin, on obtiendra les équations de définition 
de E,° en adjoignant aux équations de définition de E,° une der- 
niére relation 


Hee dx, = 4g, 1dx,. 


Il est clair que si l’on prend une suite d’éléments intégraux non 
singuliers H,, E,, ..., Ey, chacun d’eux étant contenu dans le sui- 
vant, voisins respectivement des éléments E,°, E,®°, ..., H,°, et leurs 
éléments polaires H(E,), H(E,), ..., H(Hy 1), les équations qui 
définissent ces divers éléments pourront étre résolues par rapport 
aux mémes différentielles que les équations précédentes. 

Nous désignerons dans la suite par 


Cea te Oyen OTe ei City, nak 1Os, ON Senos. £ Cane) 
les coordonnées de l’élément E, 
LH, = 4, ...,5 Hg = Ag, -.-, a5 —= Cs 9). 


D’aprés la forme des équations qui définissent E,°, toute inté- 
grale My admettant cet élément peut étre représentée par un sys- 
teme de n —g équations permettant d’exprimer 2%, ..., 2;, 
SN S55 £39 en fonction de x, £2, ..:, Ly qui jouent le réle de 
variables indépendantes. Il en sera donc de méme de toute inté- 
grale M, admettant un élément Ky assez voisin de Ey. 

Pour déterminer toutes ces intégrales, nous démontrerons 
d’abord le théoréme suivant : 

Il existe des intégrales Mp (p <q) représentées par des équa- 
tions de la forme 


ee DAL eedeer ieyae py St) Se PHAN I Aon lin, Lp) 


Lp + 1 G04 220 Lg = ag, 


(19) 


les fonctions ®; et ®(\*) étant des fonctions holomorphes de 
I, Ly, ---, Lp dans le voisinage des valeurs L,= Ay, -.., Lp = Ap, 
prenant pour x; = 4, ..., Lp = Ap des valeurs suffisamment 
voisines des coordonnées ci, cit) de [élément Ey, et satisfaisant 
aux conditions suivantes : 

Les fonctions ®j*)(x,, Xz, -.., Lp), ou k>p—1, sont arbi- 
traires ; 
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Les fonctions @,'P-'),-..., P, TP at ae réduisent pour XLp = Ap 


i Sp-1 fonctions arbitraires de X,, Ly, ..., Lp—t 


x 


PAG dak eared by aera Hs as pute Rese 9, Ph -D(a, am cen phyA 


Les fonctions ®,(P-2), ..., Dag ee se réduisent pour Xp =p, 
Lp1+—= Ap—1 & Spo fonctions arbitraires de X,, Ly, .--, Lp—2, 


(P—2\ ay; WOOT) Lp—2) ; 


(P=?) a5 Srey XLp—2), a) 759 


Les s, fonctions '®,(), ..., Bs,4) se réduisent, pour X= ay, 
w-+) Lp = Ap, a 8, fonctions arbitraires de x, 


Gi D(4)s » +1 95 MXy) 5 


Ein jin. pour 20s == Gi .aes.5 ep = Ups) Ss Sage 49 ore T CAUISENLG, 
r constantes arbitraires 


D1 GBs es ny Pre 


On suppose bien entendu que toutes les fonctions ¢;(*) sont holo- 
morphes dans le voisinage des valeurs initiales a, ..., Gp, et 
prennent en ce point des valeurs voisines des coordonnées corres- 
pondantes de Kp. 

La démonstration est immédiate pour p=1. II est évident, en 
effet, quil existe des courbes intégrales représentées par les 
équations 


Ly = Ag, oety Ly = Ag, 
sill) = O40), k >o 
2, = O(a), -.., Sr = Pr(24), 


les fonctions »;‘*) étant arbitraires, et les fonctions ,, ..,, ®, étant 
déterminées par un systeme d’équations différentielles du premier 
ordre, ce qui permet de choisir arbitrairement les valeurs de ces 
fonctions pour 7, = a. 

Pour démontrer que le théoréme est général, il suffit done de 
prouver que, s'il est vrai pour une valeur de p < gq, il est encore 
vrai pour la valeur p + 1. 


Soit Mp une multiplicité intégrale définie par les conditions 
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précédentes. Une multiplicité intégrale Mp41 passant par M, peut 
étre définie en prenant pour les 2;, 2;\*) et xpie,..., 2, des fonc- 
tions de x, ..., 2p, Lp44 se réduisant pour 2p 41 == ap44 aux fonc- 
tions qui définissent Mp. D’aprés le théoréme général du précédent 
paragraphe, et la forme sous laquelle on a écrit les équations de 
définition de l’élément H(E,), le systéme (II') qu’il faut intégrer 
pour avoir les multiplicités Mp1 peut étre résolu par rapport a 


- 


os ofp 0.24 (1) OZs (Pp) 
SEL Rare Loh beeen . piisiesels etn, 
OL p+1 OXLp+4 OXptA OLp+1 


et on peut choisir arbitrairement les fonctions «p49, ..., Ly, et 
zi”), ob k > p, de x,, ...,Zp41, ainsi que les fonctions de x, ..., Xp 
auxquelles doivent se réduire les autres inconnues pour £p441—=4p44- 
Or si l’on prend pour xp+2, Ae x,y les valeurs constantes 


Lpt+2 == Ag+2, .-., Hy = Ag, 


pour les fonctions, qui peuyent étre choisies arbitrairement, des 
fonctions de a, ..., Lp41, se réduisant. pour 2p414 = ap41 aux 
fonctions correspondantes relatives 4 la multiplicité Mp, les valeurs 
initiales des autres fonctions 2, ..., Zs, (P) étant choisies de la 
méme fagon, on voit que le théoréme est encore vrai pour la 
valeur p + 1. Donc il est général. 

Le théoréme est vrai en particulier pour p= g. On peut donc 
énoncer la proposition générale suivante : 

Le systéme de Pfaff S, de genre g, considéré comme définis- 
SOEs She 53 £5, '9) en fonction des variables x, Xq,..., %g admet 
un systéme de solutions et un seul pour lequel les fonctions 
inconnues sont des fonctions holomorphes de x,, X, ..-, Ly dans 
le domaine du point x, =, ..., 7 = ag, tel que les sq fonc- 
TOMS 2,19) +25'9) je. xs 5 (0) sotent identiques a sg fonctions arbi- 
traires 


o'N(24, see XLq), Sacmcnr | 98 (X45 Lo, sey Ly), 


les sg_1 fonctions 2,{9-1), ..., %s oo se réduisant pour Ly = ay 


i &¢—1 fonctions arbitraires 


9-204, v+0y Ly—t)s es 9849, me coer ast): 
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et ainsi de suite, less, fonctions 2,1), ..., Zs,"1) se réduisant, pour 
Bey == Ag, +, Ly Ag, & &: fonctions arbitraires de x,, 


e(a,), «++ Ge (as), 


et enfin les r fonctions £,, 22,...,%r se réduisant a r constantes 
arbitraires 91, 9, .-+) r, POUP Ly = Ay, ..-) Lg = Ay- 

Il est clair que tout systeme d’intégrales holomorphes, admet- 
tant un élément voisin d’un élément donné est déterminé par un 
systeme de conditions de cette nature. On peut donc dire que la 
multiplicité intégrale Mg la plus générale dépend de 


sg fonctions arbitraires de g variables, 


Sgt — g —1 variables, 
a — 1 variable, 
r constantes arbitraires. 


L’énoncé précis qui précéde explique bien ce qu’on doit entendre 
par la. On remarquera que dans cet énoncé ne figurent que les 
MOMDLeS G7, 7, SpaSayeces Sa - 

Dans le cas d’un systéme S de r équations a n variables, dont 
les coefficients sont des fonctions arbitraires, on a remarqué 
(n° 86) que le genre g est égal au quotient ae unité pres de n 
par r+ 1, et que les nombres s,, S,, ..., Sy—1 sont égaux a 7, tandis 
que sg est égal au reste & de la division de n parr +1. Lintégrale 
générale Mg d’un systéme de cette espéce dépend done de k fonc- 
tions arbitraires de g variables, de r fonctions arbitraires de 
g — variables, ..., de r fonctions arbitraires dune variable et 
de r constantes arbitraires. 

La démonstration du théoreme montre en méme temps quelles 
sont les intégrations 4 effectuer pour obtenir la multiplicité My 
satisfaisant aux conditions initiales données. On a a déterminer 
successivement les intégrales M,, M,, .... My—1 situées sur My et 
que l’on obtient comme il suit : 

M, est intersection de My avec la multiplicité an —g + 1 dimen- 


sions obtenue en faisant 
e 
Ly = Ag, «++, Lg = Ag; 


_ eas 
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M, est l’intersection de My avec la multiplicité an —g + 2 dimen- 
sions 


Lz = Az, oe y Lg = Ag ; 


My —1 est lintersection de My avec la multiplicité & n — 1 dimen- 
sions 


XL, = a,. 


La premiére multiplicité M, s’obtient par Vintégration d’un sys- 
téme d’équations différentielles ordinaires, tandis que les multi- 
plicités suivantes M,, ..., My—i, et la multiplicité M, elle-méme 
s’obtiennent par l’intégration de g —1 systémes successifs d’équa- 
tions aux dérivées partielles de forme normale. 

En remplagant les multiplicités précédentes par des multiplicités 
choisies arbitrairement, on obtient le probleme de Cauchy sous sa 
forme la plus générale (voir Cartan, loc. cit., p. 287 et suivantes). 


Dans le cas particulier ou les nombres s,, ., Sg sont nuls, 


eres 
Vintégrale M, ne dépend que de fonctions arbitraires de moins 
de v variables. Le probléme de V’intégration peut alors étre sim- 
plifié par une méthode qui généralise la méthode de Mayer pour 
les systemes complétement intégrables. Nous renverrons au 


Mémoire de M. Cartan pour l’exposition de cette méthode. 


Remarque. — Un systéme de genre g peut admettre des inté- 
grales Mr & plus de g dimensions, mais tous les éléments inté- 
graux Ep de ces multiplicités sont des éléments singuliers, et les 
intégrales elles-mémes sont dites intégrales singuliéres. Par 


exemple, le systeme 
ae pet eT 
qui est de genre un, admet une famille d’intégrales singulitres M,, 
représentées par les équations 
= C,, %=C,, 2,=C;. 


L’étude générale des intégrales singuliéres d’un systéme de 
Pfaft exigerait encore des recherches nouvelles, d’autant plus 
nécessaires que ces intégrales singuli¢res donnent quelquefois la 
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yéritable solution du probléme qui a conduit au syst¢me de 


Pfaft - 


a 


90. Application aux équations aux dérivées partielles. 
— Les systémes les plus généraux d’équations aux dérivées par- 
tielles, 4 un nombre quelconque de variables indépendantes et de 
fonctions inconnues, ont été, depuis Cauchy, l’objet d’un grand 
nombre de travaux. Des résultats définitifs ont été obtenus par 


M. Riquier ('), dont les recherches ont permis de résoudre com-— 


plétement le probléme suivant : Etant donné un systeme de 
m équations aux dérivées partielles d’ordre quelconque, a un 
nombre quelconque de variables indépendantes et de fonctions 
inconnues, reconnaitre si ce systeme admet des intégrales et, dans 
le cas de l’affirmative, préciser les arbitraires (constantes ou fonc- 
tions) dont dépendent les intégrales. 

Ce probléme n'est lui-méme qu’un cas particulier de l’intégra- 
tion d’un systeme de Pfaff. En effet, on peut toujours supposer 
qu'un systeme d’équations aux dérivées partielles ne renferme que 
les dérivées du premier ordre des fonctions inconnues; il suffit, 
pour que cette condition soit réaliséé, d’adjoindre aux fonctions 
inconnues quelques-unes de leurs dérivées partielles, et le systeme 
ainsi obtenu peut étre remplacé par un systeme de Pfaff. Ce nou- 
veau procédé est évidemment plus symétrique, puisque rien ne 
distingue les variables indépendantes et les fonctions inconnues. 
Il est vrai que, pour ce systeme de Pfaff, on ne cherche que les 
intégrales M, qui n’établissent aucune relation entre les varia- 
bles a, %2,..., £,, considérées comme variables indépendantes 
dans le systeme d’équations aux dérivées partielles d’ot l’on est 
parti. Mais M. Cartan (*) a montré qu’on peut toujours prolonger 
un systeéme de Pfaff de fagon que l’intégrale générale du nouveau 
systeme n’établisse aucune relation entre n formes données de 
Pfaff w,, w,, ..., o,. Dans une note récente (), M. Maurice Janet a 
montré comment ‘l'étude directe d’un systéme d’équations aux 


({) Voir en particulier son grand ouvrage Sur les systémes d’équations aux 
dérivées partielles (G authier-Villars, 1910), 

(?) Annales de ' Ecole Normale, série 3, t. XXI (1904), p. 109. 

(3) Les caractéres des modules de formes et les systemes d’équations awa 
dérivées partielles (Comptes rendus, t, CLXXIV, 1922, p. 432). 


ne Pec iae 
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dérivées partielles conduisait & introduire certains nombres 
entiers analogues aux caractéres successifs d’un systéme de Pfaff. 

Les deux méthodes doivent, sans doute, étre équivalentes quand 
on pousse les calculs jusqu’au bout. Il semble cependant que, dans 
bien des cas, les méthodes de M. Cartan sont préférables. On peut, 
en effet, grace 4 l’emploi des formes symboliques, présenter les 
calculs sous une forme abrégée qui permet souvent de les achever 
sans beaucoup de peine, II suffit, pour s’en convaincre, de par- 
courir les Mémoires récents de l’auteur (‘). 


(!) Sur les systemes en involution d’équations aux dérivées partielles du second 
ordre a une fonction inconnue de trois variables indépendantes (Bulletin de la 
Société Mathématique, t. XX XLX, 1911, pp. 352-443). 

La déformation des hypersurfaces dans lespace euclidien réel a n dimensions 
(Ibid., t, XLIV, 1916, pp. 65-99). 

La déformation des hypersurfaces dans lespace conforme an 5 dimensions 
(lbid., t=. XLV, 1917, pp. 57-121). 

Sur certaines hypersurfaces de lespace conforme réel a cing dimensions (Ibid., 
t, XLVI, 1918, pp. 84-105). 

Sur les variétés de courbure constante d’un espace euclidien ow non euclidien 
(Ibid., t. XLVII, 1919, pp. 125-160 ; t. XLVIIT, 1920, pp. 132-208). 

Sur la déformation projective des surfaces (Annales de l’Ecole Normale 
supérieure, série 3, t. XXXVI, 1920, pp. 299-356), 

Sur le probléme général de la déformation (C. R, du Congres de Strasbourg, 
1921, pp. 397-406). 
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